AL TREILEA BARAJ PENTRU JBMO - Arabia Saudita, 2017

Problema 1. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive astfel incat a? + b*> + ¢* = 3.
Demonstrati inegalitatea

ala —b*)  bb—c?) clc—a?
a + b? b+ c? ¢+ a?

> 0.

Problema 2. Determinati toate perechile de numere naturale nenule (p, ¢) pentru
care ecuatiile 22 — pr + ¢ = 0 si 22 — gz + p = 0 au solutii intregi.

Problema 3. Fie BC o coarda a cercului (O) care nu este diametru. Fie [AF]
diametrul perpendicular pe BC astfel incat A apartine arcului mare BC al lui
(0). Fie D un punct pe arcul mare BC al lui (O), diferit de A. Dreapta AD inter-
secteazd BC' in S, iar DFE intersecteeaza BC' at T'. Fie F mijlocul lui [ST] si [ al
doilea punct de intersectie dintre cercul circumscris triunghiului ODF' i dreapta
BC.

1. Fie M gi N punctele in care paralela prin I la OD intersecteaza AD), respectiv
DE. Aflati valoarea maxima a ariei triunghiului M DN atunci cand D se misca pe
arcul mare BC al cercului (O) (astfel incat D # A).

2. Demonstrati ca perpendiculara din D pe ST trece prin mijlocul lui [M N].

Problema 4. Se considerd o multime S formata din 200 de puncte ale planului
astfel incat 100 dintre aceste puncte sunt varfurile unui poligon convex A, iar cele-
lalte 100 de puncte sunt in interiorul poligonului. In plus, nicicare 3 dintre punctele
considerate nu sunt coliniare.

O triangularizare este o partitionare (impartire in submultimi disjuncte) a inte-
riorului poligonului A in triunghiuri obtinutd unind prin segmente unele dintre
punctele din S astfel incat nicicare doua din segmentele trasate sid nu se inter-
secteze (decat eventual la capete) si astfel incat fiecare din punctele din S este varf
al cel putin unui triunghi.

1. Demonstrati ca numarul segmentelor trasate nu depinde de triangularizare.

2. Aratati ca, pentru orice triangularizare, putem colora fiecare triunghi cu una
din trei culori astfel incat oricare doua triunghiuri care au o latura comuna sa aiba
culori diferite.



Solutii:

Problema 1. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive astfel incat a? + b*> + ¢* = 3.
Demonstrati inegalitatea

ala—b*)  bb—c?) c(c—a?)

> 0.
a+0? b+ c? c+a® —
Solutie:
ala—b*)  ala+b?) —2ab? 2ab? 2al?
Avem PER TR P :a—m_a—m:a—b\/&.Anzﬂog,
b(b— c? —
M <b—cVbsi M < ¢ — av/c. Astfel, este suficient si demonstram

b+c2 — c+a?
ca
a+b+02b\/5+0\/l_7+a\/5.

Conform inegalitatii Cauchy-Buniakowsky-Schwarz, avem
2

(ab+ bc+ ca)(a+b+c) > (b\/a+0\/l;+a\/5>

Asadar, este suficient si demonstram ca
a+b+c>ab+ be+ ca.
Aceasta inegalitate rezulta din
(a+b+c)* > 3(ab+bc+ ca) > (a+ b+ c)(ab + be + ca).

(Din inegalitatea dintre media aritmetica si cea patratica rezultd a + b+ ¢ < 3.)
Egalitatea are loc daca gi numai daca a =b=c = 1.

Problema 2. Determinati toate perechile de numere naturale nenule (p, ¢) pentru
care ecuatiile 22 — px +q = 0 si 22 — gz + p = 0 au solutii intregi.

Solutie:

Fie a,b € Z solutiile ecuatiei 22 — pxr + ¢ = 0. Atunci a +b = p si ab = ¢, deci
a,b> 0. Asadar, (a —1)(b—1) >0, adicip—q¢+1>0.

Analog, din cealaltd ecuatie rezultd ca ¢ —p+ 1> 0, deci p —q € {—1,0,1}.

e Daca p = ¢, ecuatia 22 — px +p = 0 trebuie sa aiba solutii intregi. Asta Inseamna
cd A = p? — 4p trebuie sa fie patrat perfect. Dar p? —4dp = k? & (p—2)? — k* =
4 (p—2—Fk)(p—2+k)=4. Observam ca p — 2 — k gi p — 2 + k au aceeasi
paritate, deci singura posibilitate este p —2 —k = p — 24+ k = 2, adica p = 4.
intr—adevér, pentru p = 4, solutiile lui 22 — px + p = 0 sunt ambele egale cu 2, deci
intregi.

e Dacd p = ¢ + 1, ecuatia 22 — pxr + ¢ = 0 are solutiile intregi 1 si ¢. Ecuatia

2?> — qr +p = 0, care devine 2% — gz + g + 1 = 0, trebuie sa aiba solutii intregi.
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Camaisus, A=¢*—4g—4=k & (¢—2-k)(qg—2+k)=8q—2—k=
2, q—2+k =4= qg=>5. Obtinem (p, q) = (6,5) care satisface intr-adevar conditia.
e Analog, dacad p — ¢ = —1 obtinem perechea (p, q) = (5,6).

In concluzie, existal trei perechi convenabile: (4,4), (5,6) si (6,5).

Problema 3. Fie BC' o coarda a cercului (O) care nu este diametru. Fie [AF]
diametrul perpendicular pe BC' astfel incat A apartine arcului mare BC al lui
(0). Fie D un punct pe arcul mare BC' al lui (O), diferit de A. Dreapta AD inter-
secteazd BC' in S, iar DFE intersecteeaza BC at T'. Fie F' mijlocul lui [ST] si [ al
doilea punct de intersectie dintre cercul circumscris triunghiului ODF i dreapta
BC'. (O este centrul cercului (O).)

1. Fie M si N punctele in care paralela prin [ la OD intersecteaza AD), respectiv
DE. Aflati valoarea maxima a ariei triunghiului M DN atunci cand D se misca pe
arcul mare BC al cercului (O) (astfel incat D # A).

2. Demonstrati ca perpendiculara din D pe ST trece prin mijlocul lui [M N].

Solutie:
A
(0)
D
O
M
P
N
S F\ B T I C
E

1. Mai intéi, sa observim ca m(ZADE) = 90°, deci DO si DF sunt mediane in
triunghiurile ADFE| respectiv SDT.

Atunci m(ZODF) = m(£LODT) + m(£LFDT) = m(ZLOET) + m(LFTD) = 90°.
Atunci m(ZOIF) = 180° — m(ZODF) = 90°, ceea ce aratd ca I este mijlocul
lui [BC]. Deoarece triunghiul ODE' este isoscel, rezulta ca triunghiurile INE si
IM A sunt de asemenea isoscele, ceea ce implica [E = IN si IM = I A. Asadar
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MN =IM —IN =1A—IFE = const.

Cum triunghiurile DM N i DAFE sunt asemenea, cu raportul de asemanare con-
stant, rezultd ca, pentru a maximiza aria lui DM N, trebuie sa maximizam aria
triunghiului ADE. Avem

DA® + DE*  AE?
4 o4

Egalitatea are loc atunci cand DA = DE, adica D este pe cerc astfel incat ADE
este dreptunghic isoscel.
2. Daca P este mijlocul lui [M N], atunci

1
SADEziDA-DEg

/PDN = /ZPND = /ZINFE = ZIEN,
deci DP || AE, adica perpendiculara din D pe ST trece prin mijlocul lui [M N].

Problema 4. Se considerd o multime S formata din 200 de puncte ale planului
astfel incat 100 dintre aceste puncte sunt varfurile unui poligon convex A, iar cele-
lalte 100 de puncte sunt in interiorul poligonului. In plus, nicicare 3 dintre punctele
considerate nu sunt coliniare.

O triangularizare este o partitionare (impartire in submultimi disjuncte) a inte-
riorului poligonului A in triunghiuri obtinutd unind prin segmente unele dintre
punctele din S astfel incat nicicare doua din segmentele trasate sid nu se inter-
secteze (decat eventual la capete) si astfel incat fiecare din punctele din S este varf
al cel putin unui triunghi.

1. Demonstrati ca numarul segmentelor trasate nu depinde de triangularizare.

2. Aratati ca, pentru orice triangularizare, putem colora fiecare triunghi cu una
din trei culori astfel incat oricare doua triunghiuri care au o latura comuna sa aiba
culori diferite.

Solutie:
1. S& presupunem ca avem k triunghiuri intr-o anumita triangularizare. Calculand
suma masurilor tuturor unghiurilor acestor triunghiuri obtinem 180° - £.
Suma masurilor unghiurilor interioare ale poligonului A este 180° - 98.
Suma masurilor unghiurilor din jurul celor 100 de puncte situate in interiorul lui
A este 360° - 100.
Asadar, avem
180° - k = 180° - 98 4+ 360° - 100 < k = 298.

Fiecare triunghi are 3 laturi, iar 100 dintre aceste laturi sunt laturile lui A. Sa
mai remarcam ca fiecare segment interior este numarat la doua triunghiuri, deci
numarul de segmente la fiecare triangularizare este
3-298 — 100
———F— + 100 = 497.

2. Demonstram ca pentru orice poligon cu n varfuri continand m puncte in inte-
riorul sau astfel incat nicicare trei dintre aceste m + n puncte sa nu fie coliniare,
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si pentru orice triangularizare a acestuia, putem colora triunghiurile cu trei culori
astfel incat oricare doua triunghiuri care au o latura comuna au culori diferite.
Demonstram aceastd afirmatie prin inductie (tare) dupa numarul total de puncte,
m+ n.

Daca m +n = 3, atunci n = 3 si m = 0, iar concluzia este evidenta.

Sa presupunem afirmatia adevarata pentru orice configuratie cu mai putin de n+m
puncte. Consideram un poligon A; A, ... A, avand m puncte in interiorul sau si o
triangularizare.

e Sa presupunem ci existd un varf A astfel incat A; A A, este unul din triunghiu-
rile triangularizarii. Daca k = 3, poligonul A;A3A, ... A, este triangularizat si,
potrivit ipotezei de inductie pentru cele n +m — 1 puncte in total, poate fi colorat
convenabil. Apoi, pentru triunghiul A; A3 A3 putem alege o culoare diferita de cea
a triunghiului din triangularizare care il are pe [A; A3] drept latura.

Procedam analog in cazul in care A, = A,,. In cazurile ramase, consideram poligoa-
nele As Az ... Ap 1 AgAgi1 ... Ay Ambele sunt triangularizate si, potrivit ipotezei
de inductie, pot fi colorate convenabil. Putem in continuare gasi o culoare potrivi-
ta pentru triunghiul A; A> Ay, diferita de cea a triunghiurilor deja colorate care au
[A1 Ag] sau [A2Ax] drept latura.

e Trebuie sd existe un punct X astfel incat triunghiul A; A, X este unul din tri-
unghiurile triangularizarii. Daca X nu este unul din varfurile poligonului, el trebuie
sa fie unul din cele m puncte interioare. In triangularizare, X trebuie sa fie unit
prin segmente de cel putin trei puncte (printre acestea aflandu-se A; si As; suma
masurilor unghiurilor in jurul lui X trebuie sa fie 360°). Consideram poligonul
P = A1A3yB By ... Bj determinat de punctele care sunt unite cu X. Atunci X este
singurul puncte, dintre cele n +m, care este interior acestui poligon. Sa il stergem
acum pe X. Triangularizarea din interiorul lui P fiind astfel distrusa, consideram
o triangularizare arbitrard a lui P gi pastram restul triangularizarii initiale (pentru
exteriorul lui P). Obtinem o triangularizare pentru un poligon cu n varfuri care
are m — 1 puncte in interior. Potrivit ipotezei de inductie, putem colora convenabil
triunghiurile acestei triangularizari. Acum il punem pe X 1napoi i ne intoarcem
la configuratia initiala. Pastram colorarea in exteriorul lui P (daca exista exterior)
si recoloram interiorul conform triangularizarii initiale. Trebuie sa coloram triun-
ghiurile X AyBy, XB By, ..., XBjA; si XA As. Pentru X A, B; avem cel mult o
culoare interzisa (cea a triunghiului din exterior care are [Ay B;| drept laturd (daca
un astfel de triunghi existd). Pentru X By Bs sunt cel mult doud culori interzise,
cea a triunghiului X A, B; si cea a eventualului triunghi din exterior care 1l are pe
[B1Bs] drept latura. Pentru fiecare din triunghiurile urmétoare sunt cel mult doua
culori interzise, deci mereu va exista cel putin o culoare disponibila. La sfarsit,
pentru triunghiul X A; Ay, avem o restrictie suplimentara: culoarea sa trebuie s
fie diferita de cea a triunghiului X B;A;, dar si de cea a triunghiului X A,B;. Din
fericire, din exteriorul lui [A; As] nu ne vine nicio restrictie, aga incat vom avea i
pentru acest triunghi o culoare disponibila.

Aceasta incheie inductia noastra.



