BARAJUL 2 PENTRU JBMO - Arabia Saudita, 2017

Problema 1. Se da un polinom f(z) = z* + az® + bx? + cx. Se stie ca fiecare
din ecuatiile f(z) =1 si f(x) = 2 are patru radacini reale (nu neaparat distincte).
Demonstrati ca daca radacinile primei ecuatii satisfac egalitatea x1 + xo = x5+ 24,
atunci aceeagi egalitate este valabila i pentru radacinile celei de-a doua ecuatii.

Problema 2. Spunem despre un numar natural k£ > 1 ca este dragut daca pentru
orice pereche (m,n) de numere naturale nenule care satisfac conditia kn + m |
km + n este adevarat ca n | m.

1. Ardtati ca 5 este un numér dragut.

2. Determinati toate numerele dragute.

Problema 3. Fie (O) un cerc, iar BC o coarda in cercul (O) care nu este diametru.
Fie A un punct pe arcul mare BC al lui (O) si fie E si F picioarele perpendicu-
larelor din B si C' pe AC, respectiv AB.

1. Aratati ca tangentele In F si F' la cercul circumscris triunghiului AEF se inter-
secteazd intr-un punct fix M atunci cand A se misca pe arcul mare BC al cercului
(0).

2. Fie T intersectia dintre FF' gi BC si fie H ortocentrul lui ABC. Demonstrati
ca T'H este perpendiculard pe AM.

Problema 4. Determinati numarul de moduri in care putem completa patratelele
unitate ale unei table de sah 8 x 8 cu cifre de 1 sau 2 astfel incat suma numerelor
de pe fiecare linie si de pe fiecare coloani sa fie numar impar. (Doud completari
se considera a fi diferite dacid existd un pétratel in care numarul scris in prima
completare diferd de numarul scris in a doua completare.)



Solutii:

Problema 1. Se da un polinom f(z) = z* + ax® + bx? + cx. Se stie ca fiecare
din ecuatiile f(x) = 1si f(z) = 2 are patru radécini reale (nu neaparat distincte).
Demonstrati ca daca radacinile primei ecuatii satisfac egalitatea x1 + x9 = 13+ x4,
atunci aceeagi egalitate este valabila i pentru radacinile celei de-a doua ecuatii.

Solutie:
Consideram ecuatia f(z) = 1, sau z* + ax® + bx? + cx = 1. Deoarece ea are patru
radacini, z1, xa, T3, T4, 0 putem rescrie (z — x1)(z — x2)(z — x3)(z — x4) = 0.

. a . .
Atunci 21 + 29 = 23 + x4 = —5 . Putem rescrie ecuatia

(27 — (1 + @2)z + 2122) (2 — (w3 + 34)T + 2324) =0

sau a a
2 2
<x +§x+x1x2> (x +§x+m3:p4> = 0.

Ecuatia f(x) = 2 poate fi scrisa (IQ + %x + :leQ) <x2 + gsﬁ + x3x4) = 1. Notand

a .
y = 2%+ 3% obtinem (y + x125)(y + x3x4) = 1. Deoarece f(z) = 2 are patru
radacini reale, aceasta ecuatie in y are doua radini reale, pe care le notam y = « si
. . . a . a ~ <
y = (3. Rezulta ca fiecare din ecuatiile 22 + =0 siz? + ke B are cate doua
solutii. Deducem ca cele patru solutii, o}, x5, %, ), ale ecuatiei f(x) = 2 pot fi
A - . A - . ) a A ~ ~
impartite in doua perechi care au, ambele, suma egala cu —5 ceea ce Inseamna ca
/ ! / /
T+ Ty = Ty + Ty
Problema 2. Spunem despre un numér natural £ > 1 ca este draguf daca pentru
orice pereche (m,n) de numere naturale nenule care satisfac conditia kn + m |
km + n este adevarat ca n | m.

1. Aratati ca 5 este un numér dragut.
2. Determinati toate numerele dragute.

Solutie:
1. Pentru k = 5, trebuie sa ardtam ci oricare ar fi m, n satisfacand 5n+m | 5m+n,
. . om+n
avem n | m. Observam ci 5n+m < 5m-+n inseamna n < m, deci 1 < n < b.
m

om+n
on+m
e Daca A =1 atunci m = n.
e Daca A = 2 atunci 5m + n = 10n + 2m, adica. m = 3n.
e Daca A = 3 atunci bm +n = 15n + 3m si m = Tn.
e Dacid A = 4 atunci bm + n = 20n + 4m, adica m = 19n.
Asgadar, in toate cazurile, avem n | m, ceea ce aratd ca k = 5 este un numar dragut,.
2. Putem verifica direct ca numarul k£ = 2 este dragut. Fie £ > 2 un numaér dragut,.

2

Atunci A =

€ {1,2,3,4}. Consideram cazurile:



km+n km+n

Ca mai sus, rezultd ca n < m si 1 < < k. Astfel, A = €
kn +m kn +m

{1,2,3,...,k — 1}. In cazul in care A = 2, avem km + n = 2m + 2kn, sau

m 2k — 1 . m o 2k—1 3

= k_Q.TrebulesaavemEEZ,adlca - :2+m€Z. Cum

k> 2, rezultd ca k — 2 € {1, 3}, adica k € {3, 5}. Este usor de verificat ca 3 este
intr-adevar un numar dragut. In concluzie, singurele numere dragute sunt 2, 3 si 5.

Problema 3. Fie (O) un cerc, iar BC o coarda in cercul (O) care nu este diametru.
Fie A un punct pe arcul mare BC al lui (O) si fie E si F picioarele perpendicu-
larelor din B si C' pe AC, respectiv AB.

1. Aratati ca tangentele in F si F' la cercul circumscris triunghiului AEF se inter-
secteazd intr-un punct fix M atunci cand A se misca pe arcul mare BC al cercului
(0).

2. Fie T intersectia dintre E'F si BC' si fie H ortocentrul lui ABC. Demonstrati
ca T H este perpendiculard pe AM.

Solutie:

1. Fie M mijlocul lui [BC]. Cum m(ZLAEH) = m(£LAFH) = 90°, punctele A, H,
E gi F se afla pe un cerc, iar centrul acestui cerc este mijlocul, N, al lui [AH]. Este
usor de vazut cda NE = NH si ME = M B, astfel ca m(LMEN) =m(/MEB) +
m(LNEB) =m(LMBE)+m(LNHE) =m(LEAH) + m(LAHE) = 90°.
Atunci M FE este tangenta in E la cercul circumscris triunghiului AEF. Analog,
F'M este tangenta in F' la acest cerc. Rezulta ca tangentele in E gi F' la cercul
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circumscris triunghiului AEF' se intersecteaza in punctul fix M.

2. Consideram diametrul [AA’] al lui (O). Este usor de viazut ca BHCA' este pa-
ralelogram si ca H, M si A’ sunt coliniare.

Presupunem ca MH N (0O) 3 D # A'. Atunci m(£ZLADH) = m(£LADA") = 90°,
ceea ce Inseamnd cd D apartine cercului circumscris triunghiului AEF.
Considerand axele radicale ale cercurilor circumscrise triunghiului ABC, patru-
laterului BFEC' si patrulaterului AEHF, avem ca dreptele AD, EF si BC' sunt
concurente in T, centrul radical al celor trei cercuri. In triunghiul AT M, avem
AH 1. TM si MH 1 AT, deci H este ortocentrul acestui triunghi. De aici rezulta
caTH 1. AM.

Problema 4. Determinati numarul de moduri in care putem completa patratelele
unitate ale unei table de sah 8 x 8 cu cifre de 1 sau 2 astfel incat suma numerelor
de pe fiecare linie si de pe fiecare coloani sa fie numar impar. (Doud completéari
se considera a fi diferite daca exista un patratel in care numaérul scris in prima
completare diferd de numarul scris in a doua completare.)

C. Nastasescu

Solutie:

Consideram coloana cea mai din stanga si linia cea mai de jos; coloram toate
patratelele unitate de pe ele. Aratam ci, pentru orice completare cu numere 1 sau
2 a patratului 7 x 7 ramas necolorat, putem alege convenabil, intr-un unic mod,
numerele din patratelele colorate. Intr-adevar, dacd suma celor 7 numere de pe
o linie sau coloana a patratului 7 x 7 este parad (respectiv impard), completam
patratelul colorat de pe respectiva linie sau coloana cu 1 (respectiv 2). Astfel,
suma numerelor de pe fiecare din cele 7 linii gi 7 coloane pe care sunt patritele
necolorate va fi impara. In fine, numarul din coltul din stanga jos poate fi ales de
aceeasi paritate cu suma numerelor din patratul 7 x 7. Astfel, atat suma numerelor
de pe coloana colorata, cat si cea a numerelor de pe linia colorata vor fi impare.
Deoarece putem completa fiecare din cele 49 de patratele unitate ale patratului
7 x 7 in 2 moduri, vom avea in total 2*° completari convenabile.



