PROBLEME DE ANTRENAMENT PENTRU JBMO - Arabia
Saudita, 2017

Problema 1. Pentru fiecare pereche de numere naturale nenule (x,y) se defineste
un numar natural xAy. Se stie ca, pentru orice a,b € N*, au loc egalitatile:

i. (a+b)Ab = aAb+ 1.

ii. (aAD) - (bAa) = 0.

Aflati valorile expresiilor 2016A121 si 2016A144.

Problema 2. Fie ABC un triunghi inscris in cercul (O) astfel incat punctele B,
C sunt fixate, in vreme ce A se misca pe arcul mare BC al lui (O). Tangentele in
B si C la (O) se intersecteaza in P. Cercul de diametru [OP] intersecteaza AC si
AB 1n D, respectiv E. Demonstrati ci DFE este tangentd unui cerc fix a carui raza
este jumétate din raza cercului (O).

Problema 3. Determinati toate perechile de numere prime (p,q) pentru care
P’ = ¢ =(p+q)?

Problema 4. Fie S = {—17,—16,...,16,17}. Spunem despre o submultime 7" a
lui S cé este buna dacd —x € T oricare ar fi x € T i dacd z,y,z € T (z, y, z pot fi
si egale) implica x + y + z # 0. Aflati numarul maxim de elemente al unei multimi
bune.

Problema 5. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat a+b+c = 6. Demonstrati
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Problema 6. Determinati toate perechile de numere prime (p,q) pentru care
p? + 5pq + 4¢? este patrat perfect.

Problema 7. Fie ABC un triunghi inscris in cercul (O), avand ortocentrul H.
O dreapta arbitrard d trece prin H si intersecteaza (O) in P si Q. Fie [AA'] un
diametru al lui (O). Dreptele A’P gi A'Q intersecteazd BC in K, respectiv L.
Demonstrati ca punctele O, K, L si A’ sunt conciclice.

Problema 8. O tabla de sah are 64 de patratele colorate cu alb si negru in modul
obignuit. Un drum de nebun este o succesiune de patratele diferite cu proprie-
tatea ca oricare doud patritele consecutive au exact un punct in comun. Care
este numarul minim de drumuri de nebun in care se poate descompune multimea
tuturor patratelelor albe?



Solutie problema 5: Inegalitatea este echivalenta cu
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Dar a?b+ 16 = a?b+ 8 +8 > 3va2b-8 -8 = 12v/a2b, astfel ca este suficient si

2p
demonstram ca Z a3 < 1, adica v ath? < 12. Aceasta rezultd adunand
12va%b

3vaih? < a® + ab + ab (inegalitatea mediilor) cu analoagele sale si folosind ca
(a+b+c)* = 36.




