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Problema 1. Determinati toate numerele prime p pentru care d 5 si d ;—

sunt simultan patrate perfecte.
Olimpiada Germania, 1997

Solutie: Aratam ca singurul numar prim cu aceasta proprietate este p = 7.

. .. p+l CpP+1 , ,
Fie z,y € N astfel incat b 5 = 22 i pT = 9% Atunci p+ 1 = 222, deci p este

impar. De asemenea, p divide 222 —1 si 2y? — 1, deci si diferenta lor, 2(y —)(y+x).
Cum p este impar, p divide y — x sau y + x.

Cum 0 < y —x < p (deoarece y < p), prima varianta cade, deci p divide z + y.
Insd x < y < pimplica 0 < x + y < 2p, deci trebuie ca z + y = p.

Atunci p? + 1 = 2y? = 2(p — x)* = 2p* — 4dpx + 22 = 2p* — 4pz + p + 1, de unde
p(p —4x + 1) = 0. Rezultd cd p + 1 = 4z, deci 22% = 4z, de unde z = 2. Rezultd

cap="T.
Pe de alta parte se vede ca p = 7 satisface intr-adevar conditiile din enunt, nu-
+1 PP+ o N
merele =4si b = 25 fiind intr-adevar patrate perfecte.
. . . 1 1
Problema 2. Fie x,y, 2 numere reale pozitive cu proprietatea ca — + — + — = 3.
x Yy oz

Demonstrati ca
+Dy+D(=+1) <(z+y)(y+2)(z+z).

Solutia 1: Vom folosi o varianta a inegalitatii lui Holder, numita uneori si inega-
litatea lui Huygens:

dacé a,z,y,z > 0, atunci (a + z)(a + y)(a+ 2) > (a + JzYZ)>.

Demonstratia este simpld: desfacem parantezele i folosim ca x +y + 2 > 3¥/xyz

sl xy +yz + zx > 3/ (vyz)2.

Folosim din nou inegalitatea mediilor pentru a stabili ca zyz > T1 1~ 1.

x 2
Cu acestea, deducem cd (z+1)* < (z+yzyz)* < (x+2)(z+y)(z+2) si Zfa'maloagele,
inegalitati care inmultite implica [(z+1)(y+1)(z+1)]* < 8zyz[(z+y)(y+2)(z+z)]>.
Dar 8zyz < (z + y)(y + 2)(z + x) (inegalitatea lui Ceséro, rezulta imediat prin
inmultirea inegalitatii evidente 2,/7y < x +y cu analoagele ei) implica inegalitatea
din enunt,.

Este ugor de vazut ca egalitatea are loc daca x =y =2 = 1.
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Solutia 2: Notand a = —, b = —, ¢ = —, stim ca a,b,c > 0 satisfac a +
x Y z

b+ ¢ = 3. Inegalitatea de demonstrat revine la abc(a + 1)(b + 1)(c + 1) <

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



(a+b)(b+ c¢)(c+ a). Ori, tot cu inegalitatea mediilor, abc(a +1)(b+ 1)(c +1) <
; (a+1+b+1+c+1
abe

3
3 > = 8abc < (a+b)(b+ ¢)(c+ a) ca mai sus.

Problema 3. Fie ABCD un tetraedru regulat de muchie 60 si punctele M, N, P, Q)
apartinand muchiilor (AB), (BC), (CD), respectiv (DA) astfel incat AM = 24,
BN = 45 CP = 30 si DQ = 20. Daca O este centrul triunghiului ABC,
demonstrati ca punctele M, N, O, P, () sunt coplanare.

| Constantin Petrea

Avem MB =60 —24 =36, NC =15, PD = 30, QA = 40, deci
MA NB PC QD 24 45 30 20

Conform reciprocei teoremei lui Menelaos in spatiu, punctele M, N, P, sunt

coplanare.

In continuare vom demonstra ca O € M N, deci si punctul O apartine acestui plan.
Sa observam ca ]\]\j—g # ]]:;—g, deci MN ) AC. Fie {K} = MNNAC. Din teorema
lui Menelaous (in plan) aplicata triunghiului ABC' taiat de transversala M — N — K,
avem %igé%g =1, deci Ifg—é = ?,_211_2 =2, adica KA =2KC'. Fieacum FE
mijlocul lui [AC]. Atunci MB KA OD 341 = 1, deci, conform reciprocei

teoremei lui Menelaos (in plan) aplicata triunghiului ABE taiat de transversala
M — O — K rezulta ca punctele M, O, K sunt coliniare, adica O € M N.
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Problema 4. In cate moduri se pot colora patratelele unitate ale unei table 2 x 7
cu verde sau cu galben astfel incat pe tabla sa nu se formeze nicio piesa ,,L” complet
verde sau complet galbena. O piesa ,,L” este formata din 3 patratele unitate gi are
oricare din formele din figura de mai jos:

Concursul Naboj, 2016

Solutie:

Daca cele doua patratele ale unei coloane sunt colorate cu aceeasi culoare, atunci,
pentru a nu avea nicio piesa ,,L.” monocolora, trebuie ca patratelele situate in
coloanele vecine sa fie colorate cu cealalta culoare. Continuand rationamentul,
obtinem ca, in acest caz, tabla trebuie sa fie colorata cu 7 benzi verticale ale caror
culori sa alterneze. Acest lucru se poate face in doua moduri (in functie de culoarea
primei coloane). Pe langa aceste colorari le avem pe acelea in care nu exista doua
patratele de aceeasi culoare situate una peste alta. Toate aceste colorari convin
deoarece orice piesa ,,.” contine doua patratele de pe o aceeagi coloana. Pentru
fiecare din cele 7 coloane avem doua moduri de a le colora (cu verdele sus si galbenul
jos sau invers). Astfel se vor obtine 27 = 128 de colorari de acest fel.

In total sunt agadar 2 4+ 128 = 130 de colorari.



