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Problema 1. Determinati toate tripletele (z,y,n), in care x si y sunt numere
naturale nenule, iar p este un numar prim, care satisfac relatia
o+t 1=

Titu Andreescu
Solutie:
Deoarece 2° +xt+1 = 2+ 2+ 2 -2 —2? — v+ 22+ 2+1 = (22 +2+1) (23 -2+ 1),
trebuie ca 22 + x + 1 si 2 — x + 1 sa fie puteri ale numarului prim p.
Daca d divide i 22+ +1 g1 23 — 2z +1, atunci d divide z(2? +z+1) — (2> —x+1) =
22 4+2r — 1, decigi 22 +2x — 1 — (22 + 2+ 1) = x — 2. Atunci d divide si
2’4+ 2+1—(z+3)(x—2) = 7. Asadar, unul dintre numerele 2% +z+1si 2% —z+1
este 1 sau 7.
2?4+ 2+ 1 =1 nu este posibil, iar > + z + 1 = 7 implicd z = 2 (z = 1 nu verific,
iar x > 2 implicd 2> + x4+ 1 > 22+ 2+ 1 = 7). Obtinem solutia x = 2, y = 2,

p=T.
2> —x+1 =1conduce lasolutia v = 1, y =1, p = 3, iar 2> —2 +1 =7
nu are solutii (x = 1 gi * = 2 nu verificd ecuatia, iar pentru z > 3 avem

P-r+l=x*-1)+1>33*-1)+1=25>7).
Asadar, singurele solutii sunt t =y=1,p=3sie=y=2,p="T1.

Problema 2. Aratati ca pentru orice a,b > 0 are loc inegalitatea

a . b 5 G +0
VR2+1 Va2+1 7 Vab+1
Olimpiada Cehia st Slovacia, 2014

Solutie:
Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz, forma Titu Andreescu (sau
Bergstrom), avem

¢ b N b? < (a+0b)?
VBE+1 Va2 +t1l a2+l bWa2+1 eVl +1+b/a2+1
b)? b
deci este suficient s& demonstram ca (a+b) > at

avhi2+1+bvV/aZ+1 Vab+1

Ultima inegalitate este echivalenti cu (a+b)v/ab+ 1 > av/b? + 1+by/a? + 1. Prin
ridicare la patrat gi reducerea termenilor asemenea, inegalitatea precedenta revine
la a®b+b%a+2ab > 2ab\/ (a2 + 1)(b2 + 1), deci la a®> +b? +2 > 24 /(a® + 1)(12 + 1)
care este tocmai inegalitatea mediilor scrisa pentru numerele a? + 1 si b2 + 1.
Egalitatea are loc daca a = b.
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Problema 3. Se considera piramida patrulatera regulata VABC D, cu varful in V/
si avand toate muchiile congruente. Pe muchiile [BC] si [V A] se considera punctele
M, respectiv N, astfel incat AN = BM. Notam cu P si ) mijloacele muchiilor
[AB], respectiv [V C].

a) Aratati ca punctele P, M, Q si N sunt coplanare.

b) Daca {O} = AC N BD, iar {R} = M N N PQ, aratati cda OR 1. M N.

¢) Demonstrati ca minimul distantei de la O la dreapta M N se atinge atunci cand
M si N sunt mijloacele muchiilor [BC], respectiv [V A].

Concursul centrelor de excelenta din Moldova, Suceava, 2008

Solutie:

a) Fie T si R mijloacele segmentelor [AM], respectiv [M N].

Atunci [RT] este linie mijlocie in triunghiul M N A, iar [OQ)] este linie mijlocie
in triunghiul CV' A, deci RT || AN || OQ. Asadar, punctele O, P,Q, R,T sunt

coplanare. Aratam ca P, R, () sunt coliniare.

1 1 1 1
Avem TR = EAN = §BM = PT si PO = §BC’ = §AV = 0Q), deci
RT  PT . 9 ¢ e o .
00 = P ceea ce, impreund cu RT || OQ), arata ca triunghiurile PTR si POQ

sunt asemenea, deci P,(Q), R sunt coliniare. Agadar, dreptele M N si PQ) se inter-
secteaza in R, deci sunt coplanare.

b) Avem AAVC = AABC (CC), deci
m(<VAC) = m(<BAC) = 45°. Deducem ca
AONA = AOMB (LUL), deci OM = ON.
Rezulta ca triunghiul OM N este isoscel, deci
mediana OR este si inaltime.

c¢) Deoarece R € (PQ), iar triunghiul OPQ 4
este isoscel, cu OP = OQ), minimul distantei
OR de la O la dreapta M N se atinge atunci
cand R este mijlocul lui [PQ)], adica atunci
cand MNP este paralelogram.  Atunci -

planele (VBC) si (VAB) care contin dreptele N
paralele QM , respectiv PN, se intersecteaza L[ ]
dupa o dreapta paralela cu acestea. Asadar, N\
rezulta QM || VB || NP, deci M si N sunt
mijloacele muchiilor [BC|, respectiv [V A]. M




Problema 4. O submultime S a multimii {1, 2,...,2020} se numeste gaurita daca
exista numere naturale a < b < ¢ astfel incat a,c € S, b ¢ S. Cate submultimi
gaurite exista?

Solutie: In total, multimea {1,2,...,2020} are 22°%° — 1 submul{imi nevide. Din-
tre acestea, unele sunt gaurite, celelalte sunt intervale de numere naturale, adica
multimi de forma {m,m +1,...,m+k}, unde 1 <m < m+ k < 2020.

Sa numaram intervalele:

e daca m =1, k poate fi 0,1,2,...,2019, deci sunt 2020 de intervale;

e daca m = 2, k poate fi 0,1,2,...,2018, deci sunt 2019 intervale;

e daca m = 3, k poate fi 0,1,2,...,2017, deci sunt 2018 intervale;

s.a.m.d.

e daca m = 2019, k poate fi 0 sau 1, deci sunt 2 intervale;

e daca m = 2020, k trebuie sa fie 0, deci avem un interval.

Asgadar, avem in total 1 + 2 + 3 + ... + 2019 4 2020 = 2021 - 1010 intervale, deci
22020 _ 1 — 2021 - 1010 multimi gaurite.



