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Problema 1. Fiel =d; < dy < ... < dig = n cei 16 divizori ai numarului natural
n. Qtiind ca dg = 18 si dg — dg = 17, aflati n.

Olimpiada Irlanda, 1998

Solutie:

Evident 18 | n, deci toti divizorii lui 18 sunt divizori i ai lui n. Cum 18 are 6
divizori, primii 6 divizori ai lui n sunt tocmai divizorii lui 18: d; = 1, dy = 2,
ds =3,dy=06,d; =9, dg = 18.

Pentru a avea 16 divizori, n poate avea numai formele: 2 - 37 sau 2 - 33 - p, unde
p > 3 este un numar prim.

Este ugor de vazut ca in primul caz, n = 2-37, nu este verificati conditia dy — dg =
17. Ramane cA n = 2-3%-p. Cum p nu apare printre primii 6 divizori ai lui n,
deducem ca p > 18. Urmatorii divizori ai lui n, dupa 18, nu neaparat in ordine
crescatoare, sunt 27, 54, p si 2p. Daca d; = p, atunci 18 < p < 27, deci dg = 27 si
dy = 2p < 54. Dar atunci dg — dg = 17 implica 2p — 27 = 17, adica p = 22, care nu
este numar prim, deci nu convine.

Rezulta ca p > 27. Atunci d; = 27. Daca p < b4, atunci dg = p, dg = 54 si
dy — dg = 17 revine la 54 — p = 17. Obtinem p = 37, deci n = 2 - 3% - 37 = 1998.
Daca p > 54, atunci dg = 54, dg = p §i dy — dg = 17 conduce la p = 71, deci la
n=2-371=23834.

Asadar numerele cu proprietatea din enunt sunt 1998 si 3834.

Problema 2. Ce valori naturale poate lua expresia

{z} + {22} + {3z}

atunci cand x parcurge multimea numerelor reale?
(S-a notat cu {y} partea fractionara a numarului real y.)

Solutia 1:
Daca {z} + {22} + {32} = . — [z] + 2z — [22] + 32 — [3z] € N, atunci 6z € Z, adica

n ~
exista n € Z astfel ca x = & In functie de restul impartirii la 6 al lui n distingem

sase cazuri:

e n =6k, k€ Z Inacest caz {x} + {22} + {3z} = {k} + {2k} + {3k} = 0.
. 1 2
en=0k+1,ke€Z Inacest caz {x} + {2z} + {3z} = {k—l——} + {2k+—} +

6 6
3 1 2 3
{3 +6 6+6+6
. 2 4
en=06k+2 keZ. Inacestcaz{x}—i—{?x}—i—{?)m}:{k+6}+{2k+6}—|—
{3k +1} =1.

en =06k+3, keZ Inacest caz {z} + {22} + {3z} = {k+g}+{2k‘—l—1}+
1
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. 4 4
en=0k+4, keZ Inacest caz {x} + {2z} + {3z} = {k+6}+{2k+§}+
{3k+2} =1.
oen=06k+5, keZ Inacest caz {x} + {2z} + {3z} = {k+§}+{2k+§}+

3
LI
{3 +2

In concluzie, valorile naturale pe care le ia expresia din enunt, sunt 0, 1 si 2.

Solutia 2:

Deoarece {y} < 1 pentru orice y real, deducem ca 0 < {z} + {2z} + {3z} < 3
oricare ar fi x € R, deci multimea valorilor posibile ale expresiei este inclusa in
multimea {0, 1, 2}.

Deoarece, de exemplu, pentru z =0, x = 3 six = 6 obtinem valorile 0, 1, respec-

tiv 2, deducem ca multimea valorilor posibile este intreaga multime {0, 1,2}.

Problema 3. Latura [BC|] a triunghiului ABC' este prelungita dincolo de C' pana
in D, astfel ca CD = BC. Latura [C'A] este prelungita dincolo de A péana in E,
astfel ca AE = 2C'A.

Demonstrati ca, daca AD = BFE, atunci triunghiul ABC' este dreptunghic.

David Monk, EGMO 2013

Solutie: In triunghiul EBD, [EC] este mediana, iar punctul A imparte medi-
ana in raport 2 : 1, deci este centrul de greutate al triunghiului FBD. Fie M
mijlocul segmentului [BE] si N simetricul lui A fata de M. Atunci ENBA este
paralelogram si AN = 2AM = AD = BEFE, adica paralelogramul EN BA are dia-
gonalele congruente. Rezulta ca acesta este dreptunghi, deci triunghiul ABC' este
dreptunghic in A.

B C D

Puteti consulta numeroase alte solutii ale acestei probleme [aici]



Problema 4. Pe o tabla de sah 8 x 8 sunt asezati niste pioni astfel incat pe fiecare
linie §i pe fiecare coloana sa fie un numar impar de pioni (nu neaparat acelasi).
Aratati ca numarul total al pionilor aflati pe patratelele negre este par.

Concursul KoMalL, 2017

Solutie:
Agezam tabla de sah astfel incat patratelul din coltul din stanga jos sa fie negru.
Numerotam liniile tablei de jos in sus cu 1, 2,.. ., 8 si coloanele tablei, de la stanga

la dreapta cu 1,2,...,8.

Patratelele negre sunt cele situate la intersectiile dintre liniile cu numar impar cu
coloanele cu numar impar si cele aflate la intersectiile dintre liniile cu numar par
si coloanele cu numar par.

Ne uitam la numarul de pioni aflati pe liniile 2, 4, 6, 8 si la numarul de pioni situati
pe coloanele 1, 3, 5, 7. Fiecare din aceste 8 numere este impar, deci suma lor este
un numar par. La acest total contribuie pionii din patratelele albe situate in liniile
2,4, 6, 8 care au fost numarati de cate doua ori (i pe linie, si pe coloana), pionii
din patratelele negre situate pe liniile pare si pionii din patratelele negre situate
pe coloanele impare. Deducem ca, impreuna, pe patratelele negre situate pe liniile
pare si pe coloanele impare avem un numar par de pioni. Dar acest total cuprinde
pionii aflati pe toate patratelele negre numarati cate o singura data: asa cum am
vazut, patratelele negre sunt pe linii si coloane pare sau pe linii si coloane impare.
Prima categorie a fost considerata atunci cand ne-am uitat la pionii aflati pe liniile
pare, cea de-a doua categorie a fost considerata atunci cand ne-am uitat la pionii
aflati pe coloanele impare.

In concluzie, pe patratelele negre trebuie sa avem un numar par de pioni.



