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Problema 1. Fie a si b douad numere naturale fixate. Demonstrati ca dacd a - b este
numar par, atunci existd numere naturale ¢ si d astfel incat a? + b? + ¢® = d?, iar daca
a - b este numar impar, atunci nu exista asemenea numere c si d.

M. Gerver (revista Kvant)

Solutie:
e Daca a - b este par, distingem doua situatii: a gi b au paritati diferite sau a i b sunt
ambele pare.

1. Daca a si b au paritati diferite, atunci a? + 0? este impar. Fie N € N astfel incat
a’ + b* = 2N + 1. Putem, de exemplu, sa alegem ¢ = N si d = N + 1. (Vom avea
d?—=(N+1)>*-N?*=2N+1=d>+10%)
2. Dacid a si b sunt ambele pare, patratele lor vor fi multipli de 4, deci va exista
N € N astfel incat a? + 0> = 4N. Alegem atunci c = N —1si d = N + 1. Avem
d>—c*=(N+1)?2—(N—-1)2=4N = a* + b*.

e Daci a-b este impar, adici a si b sunt impare, atunci a? + b? este par, dar nedivizibil
cud. Dacda=2r+1,b=2y+1, z,y €N, atunci a® + b* = 2z + 1)+ 2y + 1)* =
4 +4r+ 1+ 42 +4y+1 =42 + o +y* +y) + 2 = My + 2.) Pe de alta parte,
d> — ¢ = (d — ¢)(d + ¢), fiind produsul a doud numere de aceeasi paritate, este fie
impar, fie divizibil cu 4, deci nu poate fi egal cu a® + b2

Problema 2. Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive. Demonstrati ca
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Cand are loc egalitatea?

Solutie:
Inegalitatea se scrie
ab cd < (a+c)(b+d)

a+b c+d~ a+c+b+d’

adica, dupa eliminarea numitorilor,

(abc + abd + acd + bed)(a+ b+ ¢+ d) < (ac+ ad + be + bd)(ab + ad + cb + cd).
Dupi desfacerea parantezelor si reducerea termenilor asemenea, inegalitatea precedenta

revine la 2abed < a?c? + b2d?, deci la (ac — bd)? > 0.
Egalitatea are loc atunci cand ac = bd.
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Problema 3. Fie ABC un triunghi. Doua cercuri care trec prin A sunt tangente
dreptei BC' in punctele B, respectiv C. Fie D al doilea punct de intersectie a celor
doua cercuri. Daca A este mai aproape de BC decat D, iar BC' = 2BD, demonstrati
cd m(<DAB) =2-m(<ADB).

V. Yassinsky (Concursul Sharygin, 2015)

Solutie:

Vom folosi o proprietate importanta (vezi prima dintre problemele propuse in cadrul
materialului teoretic): daca doud cercuri se intersecteaza in punctele A si D, iar BC
este una din tangentele comune la cele doua cercuri (B si C fiind punctele de tangenta),
atunci dreapta AD (aza radicald a celor doud cercuri) trece prin mijlocul lui [BC]. Intr-
adevar, daca {M} = AD N BC, scriind puterea punctului M fatd de cele doud cercuri,
avem MB%? = MA-MD = MC?.

Folosind acest rezultat, cu notatia de mai sus, avem BM = BD si <ADB = <DMB.
Dar <ABM = <ADB (ambele subintind arcul AB al cercului tangent in B la BC'). Din
teorema unghiului exterior rezulta atunci cd m(<DAB) = m(<ABM)+m(<AMB) =
2-m(<ADB).

Problema 4. Un patrat de latura 1 trebuie impartit in dreptunghiuri avand laturile
paralele cu cele ale patratului. Dreptunghiurile trebuie sa aiba acelasi perimetru, dar
nu neaparat i aceeasi arie.

a) Poate fi impartit patratul in 20 de dreptunghiuri, fiecare dintre acestea avand
perimetrul 2,57

b) Poate fi impartit patratul in 30 de dreptunghiuri, fiecare dintre acestea avand
perimetrul 27

Solutie:



a) Vom demonstra ci o asemenea impértire nu este posibila. Presupunem ci ar fi. Fie
L si ¢ lungimea, respectiv latimea unuia din cele 20 de dreptunghiuri. Atunci L, ¢ < 1,
deci (1—=L)(1—=¢) >0, adical—L—{¢+L-¢>0.Deducem ca L-¢ > L+ {—1.
Dar perimetrul unui asemenea dreptunghi este 2(L + ¢) = 2,5, deci L + ¢ = 1,25.
Asadar, trebuie ca L -¢ > 1,25 —1 = 0,25. Cu alte cuvinte, un asemenea dreptunghi
trebuie sa aiba aria cel putin 0,25, deci, impreuna, cele 20 de dreptunghiuri ar trebui
sa aiba aria cel putin 5, ceea ce nu se poate deoarece aria intregului patrat este numai 1.

b) Vom demonstra ca o asemenea impartire este posibila.

Vom construi un exemplu de o asemenea impartire. Vom construi mai intai o ,rama”
(vezi figura) formata din patru dreptunghiuri de latime z i lungime 1 — z, unde x va
fi ales in mod convenabil mai tarziu.

T 1—=x

1—2x

T

1—=x T

Se vede ca aceste dreptunghiuri au intr-adevar perimetrul 2. Il vom alege pe x € (O, %)

In aga fel incat patratul de latura 1 — 2z s poatd fi impartit in 26 de dreptunghiuri
de perimetru 2. Impartim patratul din mijloc in 26 de benzi dreptunghiulare avand

1 -2z
. Perimetrul unui asemenea dreptunghi va fi atunci

lungimea 1 — 2z si latimea

1-2 27(1 —2
2(1—2z+ % g ( 3 x) Acest perimetru trebuind sa fie 2, alegem x astfel

27(1 -2
27(1 — 2z) E ?) = 2. Rezolvand ecuatia, obtinem 2 = Z; € (0,3). Am obtinut asadar

o Impartire care respecta cerintele din enunt.

incat



