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Problema 1. Fie m si n numere naturale nenule cu proprietatea ca m? +n? +m
este divizibil cu mn. Demonstrati cd m este patrat perfect.

Solutie:

Fie d = (m,n) si b,c € N astfel incat m = db, n = de si (b,c) = 1.

Conditia din enunt revine la d*be | (d*b*+d*c*+db). Ea implica dbc | (db*+dc*+),
de unde d | (db* + dc* + 1), deci d | b. Pe de alta parte, avem si b | (db® + dc® + b),
adica b | dc? si, cum (b, c) = 1, rezultd b | d. Prin urmare, b = d, deci m = d?, adica
m este patrat perfect.

Remarca: Dacd m = d?, conditia din enunt, revine la cd | ¢® + d*> + 1. Se poate
demonstra (cu metode ce depasesc clasa a VH—a) ca in toate situatiile in care se
intampla acest lucru avem ¢ + d? + 1 = 3cd.

Problema 2. Aflati ultimele 500 de cifre ale numéarului
N=1-21.3421.22.5431.23.74...42019!- 22919 . 4039,

unde n! =1-2-3-...-n pentru orice numéar natural nenul n.

Solutie:
Fiecare termen al sumei din enunt, este de forma n!-2" - (2n + 1) si se poate scrie

nl-2" (2n+1) = n!-2"-2(n+1)—1] = n!-(n+1)-2"-2—n!-2" = (n+1)!-2" —nl.2"

Atunci suma din enunt, se scrie

N = (2022 —11-2Y) 4 (31.23 —21.22) + (4! - 24 = 3!. 2%) + ... + (2019! - 22019 —
2018! - 22018) 1 (2020! - 22920 — 2019! . 22019),

Observam ca dupa fiecare termen de forma —n!-2" (cu exceptia lui 1!-2'), urmeaza,
dupa doi termeni, si numéarul n! - 2" cu care acesta se va reduce. Constatim ca
aproape toti termenii se reduc, din suma ramanand numai termenii —1! - 2! si
2020! - 22029 Agadar, N = 2020! - 22020 — 11. 21 = 2020! - 22020 _ 2,

Printre numerele de la 1 la 2020 (care sunt factorii lui 2020!) se afla 2020 : 5 = 404
factori divizibili cu 5. Dintre acestia, fiecare al 5-lea este divizibil cu 52, deci 80 sunt
divizibili cu 52. Fiecare al 5-lea dintre acestia este divizibil cu 53, deci 16 dintre
numere sunt multipli de 5, iar 3 sunt multipli de 5*. Asadar 2020! este divizibil cu
5404 . 580 . 516 . 53 — 5503 prin urmare ultimele 500 de cifre ale lui 2020! - 22020 sunt,
toate, 0. Prin urmare, ultimele 500 de cifre ale lui N = 2020! - 22020 — 2 sunt 499
de cifre de 9 si, la urma, un 8.

! Vieta jumping, vezi problema 2
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Problema 3. Fie P un punct din interiorul paralelogramului ABC' D astfel incat
sa avem [C'P] = [BC/|. Dacd M si N sunt mijloacele segmentelor [AP] si respectiv
[C'D], aratati ca BP este perpendiculara pe M N.

Cupa Animath, Franta, 2019

Solutie: (Mihai Miculita)
Notand cu @ mijlocul segmentului [BP], avem (vezi figura)

D N C
P
M 0
A ~ B

[MA]=[MP] Mol 4B @) AB||CD; (3)
B = | AB| si ABCD — paralelogram = B
[OB]=[0P] |MQ|:T’ (2) [AB]=[CD]. (4)
Asa ca din:
ol )
|CDI= 4B [(4) = [MQ]=[NC]
| NC = ND |:@ = CNMQ — paralelogram = MN || CQ. (5)
MQ|| 4B (1)
ABICD (3)}:>MQ|| NC(=CD)

Pe de alta parte, din:
[CP]=[BC]

[OP]=[0B]
In fine, din relatiile (5) si (6), rezultd ci: |BP L MN| m

}:» CO L PB. (6)

Remarca: Problema poate fi privita si ca o aplicatie directa a teoremei bisectoarei
glisante. Daca notam CPNAD = {V}, din teorema bisectoarei glisante rezulta ca
M N este paralela cu bisectoarea unghiului <C'V' D, deci si cu bisectoarea unghiului
<PCB (cele doua bisectoare sunt paralele). Aceasta din urma este insa perpendic-
ulara pe PB, de unde rezulta concluzia.



Problema 4. La un turneu de volei, fiecare dintre echipele participante joacad ex-
act un meci impotriva fiecireia dintre celelalte echipe. Fiecare meci are o echipa
cagtigatoare care primeste un punct si o echipa pierzatoare care primeste 0 puncte.
Se constata ca la sfargitul turneului exista o echipa care a acumulat mai putine
puncte decat celelalte gi astfel ea ocupa in clasamentul final, singura, ultimul loc.
De asemenea, se observé ca fiecare echipa, cu exceptia celei clasate pe ultimul loc,
a pierdut exact un meci impotriva unei echipe care a acumulat mai putine puncte
decat ea.

a) Demonstrati ca nu este posibil ca la turneu sa fi participat 6 echipe.

b) Aratati printr-un exemplu ca este posibil ca la turneu sa fi participat 7 echipe.

Solutie:

a) Presupunem ca ar putea avea loc un turneu cu 6 echipe care s respecte conditjiile
din enunt. Fiecare din cele 6 echipe disputa cate 5 meciuri, deci sunt 30 de meciuri.
Dar fiecare meci a fost numarat de doua ori, cate o data pentru fiecare din echipele
care s-au confruntat, deci in realitate se disputa 30 : 2 = 15 meciuri. Asadar se
acorda in total 15 puncte. Penultima clasatd (sau fiecare dintre ele dacd sunt mai
multe la egalitate) trebuie sa fi pierdut de la ultima clasata, deci ultima clasata
are cel putin un punct. Daca ar avea doua sau mai multe puncte, fiecare dintre
celelalte echipe au mai multe, adica minim 3 puncte, ceea ce duce totalul la minim
5-342 =17 > 15, ceea ce este imposibil. Agsadar echipa de pe ultimul loc are
exact un punct. Atunci pe penultimul loc existd o singurid echipa (nu pot fi mai
multe la egalitate deoarece toate acestea ar fi trebuit si piardda de la ocupanta
ultimului loc care nu a castigat decat un meci). Ea are cel putin 2 puncte, iar
toate celelalte echipe au cel putin 3 puncte. Daca penultima clasata are 3 sau mai
multe puncte, celelalte echipe ar avea minim 4 puncte, iar totalul ar depasi 15
puncte. Asadar penultima clasatda are 2 puncte. Echipa de deasupra ei trebuie sa
aibd 3 puncte (daca ar avea 4, iarisi s-ar depasi totalul de 15). Pot fi cel mult doua
echipe cu 3 puncte: ele trebuie sa fi pierdut de la penultima clasata care are doua
victorii. Dar atunci totalul este cel putin 1+2+3+43+4+4 = 17 > 15, contradictie.

b) Iatd un exemplu de turneu cu 7 echipe, notate A, B,C, D, E, F, G:

A 1nvinge pe B si totalizeaza 1 punct.

B invinge C' si D si totalizeaza 2 puncte.

C 1nvinge A, D si F totalizand 3 puncte.

D invinge A, F &i G totalizand 3 puncte.

E invinge A, B, D si F; F invinge A, B, C'si G, iar G invinge A, B, C si F, fiecare
din echipele E, I, G totalizand 4 puncte.

Acest turneu respecta toate conditiile din enunt,.



