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Problema 1. Aratati ca numarul 2" + 3" + 5" +6" nu este cub perfect pentru niciun
n natural.

Solutie: Vom demonstra si folosi urmatorul fapt cunoscut:

Un cub perfect da unul din resturile 0, 1 sau 6 la impartirea cu 7.

Demonstratie:

e Daca m este de forma 7k, atunci m3 = 72k3 = M;.

e Dacd m este de forma 7k £ 1, atunci m® = (7Tk+1)* = PE* £3-7°k*+3- Tk +1 =
M. +1.

e Dacd m este de forma 7k=+2, atunci m?® = (Tk+2)3 = 73 k3+3-72k?-24-3-Tk-4+8 =
M. +1.

e Dacd m este de forma 7Tk+3, atunci m? = (7k+3)3 = T3k3+3-72k?-3+3-Tk-9+27 =
M7 ¥ 1.

Se vede din calculele de mai sus ca, orice forma ar avea n, cubul sau este M; sau
M, +1.

In continuare, vom demonstra ca numarul 2" + 3" + 5" 4+ 6" nu are niciodata una din
formele de mai sus.

e Daci n este de forma 3k, k € N, atunci 2" = 8% = (7+ 1)* = M; + 1% = M; + 1,
3" = 27" = (28 — 1)F = M7 + (=1)F, 57 = 125% = (126 — 1)* = M; + (=1)*,
iar 6" = 216" = (217 — 1)* = M; + (—1)*, prin urmare, in acest caz, numérul
2" + 3" + 5" + 6" da unul din resturile 4 sau 5 la impartirea cu 7.

e Dacii n este de forma 3k + 1, k € N, atunci 2" =2-8* =2 (7T+ 1)F = M; + 2,
3" =3-27F = 3-(28—1)F = M;+3-(—1)%, 5" = 5-125F = 5-(126—1)* = M7 +5-(—1)*,
iar 6" = 6-216F = 6- (217 — 1)F = M; +6-(—1)*, prin urmare, in acest caz, numarul
2" + 3" 4 5™ + 6™ da restul 2 la impartirea cu 7 (indiferent de paritatea lui k).

e Dacd n este de forma 3k + 2, k € N, atunci 2" = 4-8" =4 (7T + 1)* = M; + 4,
3" =927 = 9. (28 — 1) = My +2- (=1)k, 5" = 25 125% = 25 (126 — 1)~ =
M7 +4 - (=1)%, iar 6" = 36 - 216* = 36 - (217 — 1)* = My + (—1)*, prin urmare, in
acest caz, numarul 2" + 3" + 5" + 6" da unul din resturile 4 sau 5 la impartirea cu 7.
Asadar, cuburile perfecte dau unul din resturile 0,1 sau 6 la impartirea cu 7, in vreme
ce numerele de forma 2" + 3" + 5" + 6" dau unul din resturile 2, 4 sau 5 la impartirea
cu 7. Acest fapt arata ca numerele de aceasta forma nu sunt cuburi perfecte.

Problema 2. Exista numere intregi impare a, b, ¢ astfel ca
(a+b)?+(a+c)=(b+c)??

Solutie: Raspunsul este negativ.
Presupunand ca numerele impare a, b, ¢ satisfac egalitatea din enunt, ar exista nu-
mere intregi x,y, z astfel incat a = 2z + 1, 0 =2y + 1, ¢ = 22 + 1 &1 (a + b)* +
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(a4 ¢)? = (b+¢)% Inlocuind a = 22+ 1, b = 2y + 1, ¢ = 2z + 1 in ultima
relatie, ar rezulta cd (2z + 2y + 2)* + (22 + 2z + 2)? = (2y + 2z + 2)?, adica
Az+y+1)2+4(z42+1)? = 4(y+2+1)%. Impartind cu 4 si desficand parantezele,
ajungem la 222 +y? + 22 + 20y + 22+ 4o+ 2y +22+2 = 2 + 22+ 2z + 2y + 22 + 1,
adica la 2(z* + zy + zz + 22 + 1) = 2yz + 1. Dar numarul din membrul stang este
par, in vreme ce numarul din membrul drept este impar, deci aceasta egalitate nu
poate avea loc. Am ajuns astfel la o contradictie. Asadar, nu exista numere impare
a, b, c care sa satisfaca relatia data.

Remarca: Existd numere a,b, ¢ (nu toate impare) astfel incat (a +b)* + (a +¢)* =
(b + ¢)?. Intr-adevar, putem alege, de pild&, a = 1, b = 2, ¢ = 3, caz in care relatia
din enunt, devine celebra 3% + 42 = 52, (Alt exemplu: a =2, b = 3, ¢ = 10.)



Problema 3. Fie I centrul cercului inscris gi O centrul cercului circumscris triunghi-
ului isoscel ABC', avand varful in A. Notam cu D punctul de intersectie a laturii
[AB] cu paralela dusa prin punctul I la latura [AC]. Aratati ca BI L OD.

Thanasis Gakopoulos (Ayme)

SOLUTIE (Mihai Miculita): Notam cu M — mijlocul laturii [BC] si cu {P}=BI NOD,
intrucat: [AB]=[AC]= O,1 e[AM ], avem:

ID|| AC = DIO = MAC
MAC = MAB :>EI?)ED/B\U:>DBIO—inscriptibil:> f/’O\IE@
[04]=[OB]= MAB = DBO

IBD = IBC

— POI = IBC = OBMP — inscriptibil = m(@) = m(B/]\/I\O) =90"=|Bl LOD|m
Demonstratia de mai sus functioneaza in cazul m(<BAC) < 60°. Cazul m(<BAC) =
60° este banal. Cazul m(<BAC) > 60° este analog: punctele B, I, O, D raman con-

ciclice dar vin pe cerc in ordinea B, O, I, D.

li multumesc domnului profesor Mihai Miculifa pentru a-mi fi trimis problema.
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Problema 4. Fie m gi n doua numere impare, m,n > 3. Un dreptunghi m X n este
impartit in m - n patratele de latura 1. Fiecare patratel se coloreaza fie cu rogu fie
cu albastru. Notam cu A numarul liniilor care contin mai multe patratele albastre
decat rosii si cu B numarul coloanelor care contin mai multe patratele rosii decat
albastre. Care este cea mai mare valoare pe care o poate lua suma A + B?

Solutie: Vom demonstra ca raspunsul este m +n — 2.

Aceasta valoare poate fi intotdeauna obtinuta, de exemplu cu urmatoarea colorare:
coloram cu rosu toate patratelele aflate pe linia din mijloc si coloram cu albastru
toate patratelele aflate pe coloana din mijloc cu exceptia patratelului din centru care
a fost deja colorat cu rogu. Am impartit astfel dreptunghiul in patru dreptunghi-
uri mai mici. Coloram cu albastru toate patratelele din dreptunghiurile situate in
colturile din stanga-sus si din dreapta-jos si coloram cu rosu toate patratelele situate
in celelalte doua dreptunghiuri. Astfel, pe fiecare linie, cu exceptia celei din mijloc,
numarul patratelelor albastre va fi cu 1 mai mare decat cel al patratelelor rosii, iar
pe fiecare coloana, cu exceptia celei din mijloc, numarul patratelelor rosii va fi cu 1
mai mare decat cel al patratelelor albastre. Astfel, A =m — 1 B =n — 1, deci
A+ B =m+n — 2. [lustram mai jos exemplul pe o tabla 5 x 7.

Ramane sa aratam ca A + B nu poate fi m +n — 1 sau m + n.

Faptul ca A+ B < m + n este destul de evident: daca A+ B = m + n, atunci avem
neaparat A = m si B = n, dar acest lucru inseamna ca pe fiecare linie avem mai
multe patratele albastre decat rosii si pe fiecare coloana avem mai multe patratele
rosii decat albastre. Dar atunci, in total, ar trebui sa avem pe de-o parte mai multe
patratele albastre decat rosii (lnsumand pe linii), pe de alta parte ar trebui sa avem
in total mai multe patratele rogii decat albastre (asta daca insumam pe coloane).
Contradictia obtinuta arata ca nu putem avea A + B = m + n.

Daca A+B =m-+n—1, atunciavem fie A=msi B=n—1,fie A=m—1si B =n.
Vo considera doar primul caz, al doilea fiind analog. Daca A = m, atunci pe fiecare
linie avem mai multe patratele albastre decat rosii, deci diferenta dintre numarul
patratelelor albastre situate pe tabla si numarul patratelelor rosii de pe tabla este



cel putin m. Pe de alta parte, daca B = n — 1, atunci pe n — 1 dintre coloane avem
mai multe patratele rosii decat albastre. Pe cea de-a m-a coloana putem avea cel
mult m patratele albastre, deci diferenta dintre numarul patratelelor albastre de pe
tabla si numarul patratelelor rosii de pe tabla este cel mult m — (n—1) < m, ceea ce
conduce la o contradictie. Asadar nu putem avea A + B = m + n — 1, prin urmare
valoarea maxima a acestei sume este m +n — 2.



