Problema saptamaéanii 175
Fie n un numar natural nenul si

Ay, ={(z,y) | emmd.c{z,y} =1, 0<z,y <n, x+y>n}.
1
Calculati suma tuturor fractiilor de forma — cu (z,y) € A,.

Ty
Rewvista KoMalL

1
Solutie: Vom demonstra prin inductie dupa n > 1 ca suma fractiilor de forma —
Ty
cu (z,y) € A, este 1.
1 1

Deoarece A; = {(1,2), (2,1)}, pentru n = 1 obtinem suma I + 51 1.

1
Presupunem ca, pentru un n > 1 fixat, suma fractiilor de forma — cu (z,y) € A,
Ty

1
este 1 gi aratam ca suma fractiilor de forma — cu (x,y) € A, 41 este tot 1.
Ty

Comparam multimile A,, si A,.,. Constatam ca

AN\ A = {(z,y) | emmd.e{z,y} =1, 0<z,y<n, z+y=n+1} =
{(z,n+1-2)|1<z<n, cmmd.c(z,n+1)=1}sicd

A\ Ay ={(z,n+1) | cmmde{z,n+1} =1, 0 <z <n}U{(n+1, )|
cmm.d.c{z,n+1} =1, 0 <z <n}.

1
Trebuie, agadar, sa verificam ca suma fractiilor de forma — cu (z,y) € A, \ A1
Yy

este egala cu suma fractiilor de forma — cu (z,y) € A,i1 \ An, adica
Ty

1 1
) Y
Zaz‘(n—i—l—x) Zx(n—l—l)’
unde ambele sume de mai sus se fac dupa 1 <z <n, cu ecm.m.d.c{x, n+1} = 1.

1
Dar egalitatea de mai sus revine la Z o T:_—'—l = 22— adica la
n — )

1 1 1
Z; + Zm = QZE’ ceea ce este evident deoarece

cmmd.c{z,n+1}=1<cmmdec{n+1—x,n+1}=1.

Problem of the week no. 175
Let n be a positive integer. Consider the set

Ay ={(z,y) | gcd{z,y} =1, 0<z,y<n, x+y>n}.

1
Compute the sum of all the fractions — with (z,y) € A,.
Ty
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Click here for the official solution.
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