
Problema s«pt«m¥nii 164

La un turneu de �sah particip« 20 de juc«tori. �In prima rund« fiecare juc«tor dis-
put« c¥te o partid«. �In runda a doua, fiecare juc«tor joac« ��mpotriva unui juc«tor
cu care nu a jucat ��n runda anterioar«. Demonstrat�i c«, dup« cea de-a doua rund«,
exist« un grup format din 10 juc«tori care nu au jucat ��nc« ��ntre ei.

Solut�ie:

A�sez«m juc«torii pe un cerc �si unim cu un segment ro�su oricare doi �sahi�sti care au
jucat unul��mpotriva celuilalt��n runda 1 �si cu un segment albastru oricare doi �sahi�sti
care au jucat ��ntre ei ��n runda a doua. Fiecare �sahist este cap«tul unui segment
ro�su �si al unuia albastru (diferit de cel ro�su). Pornim de la un juc«tor �si form«m o
linie poligonal« ��n care altern«m segmentele albastre �si cele ro�sii, ��ncep¥nd cu unul
albastru. Deoarece num«rul �sahi�stilor este finit, la un moment dat vom ajunge
��napoi la un �sahist pe la care am mai fost. Dar ��n afar« de primul, la ceilalt�i ajung
deja dou« segmente, c¥te unul din fiecare culoare, deci nu mai exist« alte segmente
care s« ajung« la ei. A�sadar, linia poligonal« se ��nchide obligatoriu la �sahistul de
la care am pornit �si obligatoriu cu un segment ro�su. A�sadar, linia poligonal« con-
st« dintr-un num«r par de segmente. Dac« ea cont�ine mai put�in de 20 de v¥rfuri,
adic« exist« �sahi�sti pe la care nu a trecut linia poligonal«, lu«m unul dintre ace�sti
�sahi�sti �si facem o nou« linie poligonal«, cu acelea�si reguli (albastru-ro�su-albastru-
ro�su...). Descompunem astfel mult�imea �sahi�stilor ��n cicluri de lungime par«. Dac«
din fiecare ciclu lu«m �sahi�stii din 2 ��n 2, vom avea ��n total 10 �sahi�sti care nu au
jucat ��ntre ei.

O alt« problem« pe aceea�si idee, cu dou« solut�ii explicate de Dan Schwarz:

Unele celule ale unui tablou de dimensiuni n×n, n ≥ 2, sunt colorate��n negru, astfel
��nc¥t fiecare linie �si fiecare coloan« cont�ine exact dou« celule negre. Demonstrat�i
c« putem ��n«lbi unele dintre aceste celule negre, astfel ��nc¥t fiecare linie �si fiecare
coloan« s« cont�in« ��n final exact o celul« neagr«.

prelucrare Dan Schwarz

Solut�ie: (Dan Schwarz)
Vom crea un graf av¥nd drept v¥rfuri cele 2n celule negre, �si drept muchii � muchii
ro�sii ��ntre celulele negre aflate pe o aceea�si linie, �si muchii albastre ��ntre celulele
negre aflate pe o aceea�si coloan«. Prin urmare graful este 2-regulat, deci este o
reuniune de cicluri disjuncte. Fiecare ciclu este de lungime par«, cu muchiile de
culori alternate.
Nu ne r«m¥ne dec¥t s« ��n«lbim, ��n fiecare ciclu, din dou« ��n dou« v¥rfuri; de
exemplu
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Soluţie. Vom crea un graf având drept vârfuri cele 2n celule negre, şi
drept muchii – muchii roşii ı̂ntre celulele negre aflate pe o aceeaşi linie, şi
muchii albastre ı̂ntre celulele negre aflate pe o aceeaşi coloană. Prin urmare
graful este 2-regulat, deci este o reuniune de cicluri disjuncte. Fiecare ciclu
este de lungime pară, cu muchiile de culori alternate.

Nu ne rămâne decât să ı̂nălbim, ı̂n fiecare ciclu, din două ı̂n două vârfuri;
de exemplu
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Desigur, putem alege ı̂n mod arbitrar, ı̂n fiecare ciclu, de unde să ı̂ncepem
ı̂nălbirea. �

Soluţie Alternativă. Creăm un graf bipartit avn̂d drept vârfuri cele n
linii, respectiv cele n coloane, cu câte o muchie ı̂ntre fiecare linie şi coloană la
intersecţia cărora se află o celulă neagră. Prin urmare graful este 2-regulat,
şi atunci un caz particular al Lemei Mariajelor a lui Hall (cunoscut deja lui

Frobenius) implică existenţa unui cuplaj (1-factor) perfect. Înălbim celelalte
celule negre, care nu corespund muchiilor din acest cuplaj.

Această soluţie funcţionează şi ı̂ntr-un caz mai general, unde ı̂n loc de 2
avem câte 2 ≤ k ≤ n celule negre pe fiecare linie şi coloană. Graful este
acum k-regulat, dar metoda ciclurilor nu mai funcţionează ı̂n mod direct
pentru k > 2. �

Problema 3. Considerăm mulţimile Mn = {2014, 2015, . . . , n − 1, n}
pentru numerele naturale n > 2014. Mulţimea Mn are proprietatea P dacă
poate fi partiţionată ı̂n două mulţimi (disjuncte) A şi B (cu A ∪ B = Mn),
astfel ı̂ncât ı̂n niciuna dintre ele să nu existe trei elemente distincte x, y, z
astfel ca xy = z (de exemplu M2015 are proprietatea P).

i) Arătaţi că există un număr natural unic N > 2014 astfel ca mulţimea
MN să aibă proprietatea P, dar nu şi mulţimea MN+1;

ii) Demonstraţi că N < 20175.

Dan Schwarz

Soluţie.
i) Este clar că dacă Mn are proprietatea P, atunci şi Mm are proprietatea

P, pentru orice număr mai mic 2014 < m < n; este la fel de clar că dacă Mn

nu are proprietatea P, atunci nici Mm nu are proprietatea P, pentru orice
număr mai mare m > n. Rezultă că dacă demonstrăm că există un număr
n pentru care Mn nu are proprietatea P, atunci numărul N < n există şi
este unic (căci există mulţimi având proprietatea P).

Fie n > 2017, şi fie o partiţionare oarecare A,B a lui Mn. Atunci măcar
una dintre clasele partiţiei, fie ea A, conţine 3 elemente distincte a < b < c.
Căutăm să ı̂mpiedicăm existenţa a trei elemente distincte x, y, z cu xy = z,
ı̂n oricare din clase. Trebuie atunci ab < ac ∈ B. Acum trebuie c <
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Desigur, putem alege��n mod arbitrar, ��n fiecare ciclu, de unde s«��ncepem��n«lbirea.
�

Solut�ie Alternativ«. (Dan Schwarz)
Cre«m un graf bipartit av¥nd drept v¥rfuri cele n linii, respectiv cele n coloane,
cu c¥te o muchie ��ntre fiecare linie �si coloan« la intersect�ia c«rora se afl« o celul«
neagr«. Prin urmare graful este 2-regulat, �si atunci un caz particular al Lemei
Mariajelor a lui Hall (cunoscut deja lui Frobenius) implic« existent�a unui cuplaj
(1-factor) perfect. �In«lbim celelalte celule negre, care nu corespund muchiilor din
acest cuplaj.
Aceast« solut�ie funct�ioneaz« �si ��ntr-un caz mai general, unde ��n loc de 2 avem c¥te
2 ≤ k ≤ n celule negre pe fiecare linie �si coloan«. Graful este acum k-regulat, dar
metoda ciclurilor nu mai funct�ioneaz« ��n mod direct pentru k > 2. �

Problem of the week no. 164

A chess tournament has 20 players and 19 rounds in which each player plays against
each of the other 19 players exactly once. (Every player plays one game in each
round.) Prove that, after the second round, there is a group of 10 players that have
not played a game between them.

Solution:

We arrange the players on a circle and join with a red segment any two players that
opposed each other in round 1, and with a blue segment any two players having met
in round 2. Each player is at the end of one red and one blue segment. Starting from
one of the players, we construct a broken line consisting of segments of alternating
colors. The number of players being finite, our broken line must eventually return
to a player it has already visited. But for all of them we have used up the two seg-
ments linking them to the others, with the exception of the first player, the one we
started with. Moreover, if we start with a red segment, we finish with a blue one,
hence our broken line consists of an even number of segments. If it has less than 20
vertices, in other word if there are players that do not belong to this broken line,
we consider one such player and construct another broken line according to the
same rule. Thus, we decompose the set of the players into cycles of even lengths.
If we take from each cycle every other player, the 10 players that we selected are
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not joined by segments, which means they have not met during the first two rounds.

A similar problem:

Some of the cells of an n × n table, n ≥ 2, are colored black such that each line
and each column contains exactly two black cells. Prove that we can turn white
some of these black cells such that each line and each column contains in the end
exactly one black cell.

adapted by Dan Schwarz
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