BARAJ DE JUNIORI ,,Euclid”
Cipru, 11 mai 2013 (barajul 4)

Problema 1. Gasiti toate valorile numarului natural n pentru care numerele 5"+ 1
si 39 sunt prime intre ele.

Problema 2. Daca z,y, z sunt numere reale pozitive care verifica xy + yz + zo =
xyz, demonstrati ca

Problema 3. Se considera un patrat ABC'D. Pe laturile (AD) si (AB) se iau
punctele K, respectiv L astfel incat DK = AL. Fie E si F mijloacele segmentelor
[KL] i [CL]. Daca dreapta EF intersecteaza dreptele AD si AB in punctele H,
respectiv X, demonstrati ca:

a) dreapta H L este perpendiculara pe dreapta DX

b) daca paralela din L la AD intersecteza cercul circumscris triunghiului DX L in
punctul S, atunci patrulaterul DSLH este paralelogram.

Problema 4. Fiind date doua multimi finite, A si B, de numere reale, notam
A+B={a+b|ac A, be B}. Aflati:
a) numarul maxim n pentru care exista A, B C N, A si B avand cate n elemente,
astfel incat A+ B ={0,1,2,...,2012};
b) numarul minim m pentru care exista A, B C N, A si B avand cate m elemente,
astfel incat A+ B ={0,1,2,...,2012}.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Gasiti toate valorile numarului natural n pentru care numerele 5" +1
si 39 sunt prime intre ele.

Solutie: Avem 39 = 3 - 13. Pentru ca numerele 5" 4+ 1 si 39 sa nu aiba niciun
divizor comun mai mare ca 1 este necesar si suficient ca 5" + 1 sa nu fie divizibil
nici cu 3, nici cu 13. Trebuie deci sa gasim exponentii n pentru care 3 1 5" + 1 si
1315" 4+ 1.

Dacan = 0, atunci 5" +1 = 2 # Mj,# M3, deci este o solutie acceptabila.
Daca n =1, atunci 5" +1 = 6 = Mj.

Daca n = 2, atunci 5" + 1 = 26 = M;3.

Daca n = 3, atunci 5" + 1 = 126 = Ms.

Daca n = 4, atunci 5" + 1 = 626 # M3, # Mi3.

Asgadar cel mai mic numar natural nenul care indeplinegte conditiile 3 1 5" + 1 si
131 5™ este n = 4.

Avem urmatoarele cazuri:

e n =4k, k € N*. Avem

5 41 =5% 1=+ 1=25"% 4+ 1=(24+1D)* +1=M; +2+# M

541 =5% 41 =056 4+1=25"%4+1=(26-1)*+1= My+2# M.

en=4k+1, ke N. Avem 5" +1=5%"1 4+ 1 =5.(5)* + 1 =5.25" 1 1 =
5:-(24+1)*4+1=5M3+1)+1=M;+6= M,

en=4k+2 ke N Avem 5"+ 1 =5%2 4+ 1=52.(52)%* 4+ 1 =25.25?" + 1 =
25 (26 —1)%* +1=25(My3+ 1)+ 1= M3+ 26 = My3.

en=4k+3, k€N Avem 5" +1=5% +1=5%. (52)%* + 1 =125.25% + 1 =
125 (24 4+ 1) +1=125(M3 + 1) + 1 = M3 + 126 = M.

In concluzie, numerele naturale care au proprietatea din enunt sunt n = 0 si n = 4k,
k € N*, adica numerele n = 4k, k € N.

Problema 2. Daca x,y, z sunt numere reale pozitive care verifica xy + yz + zx =
xyz, demonstrati ca
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Solutie: Notam vz = —, y = —, z = — si atunciavem — - — 4+ -+ — 4+ — - — = —,
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adica a+b+c=1 (1) si inegalitatea revine la 45— + >4— + *— > — &
a*(1 —a) +b*(1 — b) + (1 — ¢) > 6abc < a® + b* + 2 — a® — b* — ¢* > 6abe &



(a+b+c)(a*+b°+c*)—a® —b*>—c > 6abe < ab®+ac® +ba® +bc* +ca®+cb* > 6Gabe.
Aceasta inegalitate rezulta din inegalitatea dintre media aritmetica si cea geome-
trica: ab® 4+ ac® > 2abe, ba® + bc® > 2abe, ca® + cb® > 2abe.

Problema 3. Se considera un patrat ABC'D. Pe laturile (AD) si (AB) se iau
punctele K, respectiv L astfel incat DK = AL. Fie E si F mijloacele segmentelor
[KL] i [CL]. Daca dreapta EF intersecteaza dreptele AD si AB in punctele H,
respectiv X, demonstrati ca:

a) dreapta H L este perpendiculara pe dreapta DX

b) daca paralela din L la AD intersecteza cercul circumscris triunghiului DX L in
punctul S, atunci patrulaterul DSLH este paralelogram.

Solutie: Triunghiurile dreptunghice CDK si DAL sunt congruente, deci

IDCK = <ADL si deoarece sunt ascutite si au o pereche de laturi perpendiculare
(CD L AD), ele vor avea inca o pereche de laturi perpendiculare, CK L DL. In
triunghiul CK'L avem EF || CK (linie mijlocie). Rezulta ca EF L DL. Dar si
DA 1 XL, deci H este ortocentrul triunghiului DX L. Atunci HL este perpen-
diculara pe DX.

b) Deoarece [X S] este diametru in acest cerc, avem m(<<XLS) = 90°. Rezulta ca
m(<XDS) = 90°, adica XD L DS, prin urmare DS || HL si, cam LS || HD,
rezulta ca DHLS este paralelogram.
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Problema 4. Fiind date doua multimi finite, A si B, de numere reale, notam
A+B={a+blaec A be B}. Aflati:
a) numarul maxim n pentru care exista A, B C N, A 5i B avand cate n elemente,
astfel incat A+ B ={0,1,2,...,2012};
b) numarul minim m pentru care exista A, B C N, A i B avand cate m elemente,
astfel incat A+ B ={0,1,2,...,2012}.



Solutie: Fie A = {aj,as,...,ax} cua; <ag <...<agsi B={b,by,..., b} cu
by < by <...<by.

a) Numerele a; + by, as +0by, ..., ap + by, ap+bo, ..., ar+ by sunt 2k — 1 elemente
ale multimii A+ B, cua; +by <as+b <...<ap+by <ap+by<...<ag+ by.
Deoarece avem nevoie de cea mai mare valoare a lui k£ pentru care A+ B are 2013
elemente, va trebui ca 2k —1 < 2013, de unde k£ < 1007. Asadar, n = ke, = 1007.
Aceasta valoare chiar se atinge daca A = B = {0, 1,2,...,1006}.

b) Deoarece numérul perechilor (a,b) € Ax B este k*, multimea A+ B are cel mult
k? elemente. Pentru ca A + B si aiba 2013 elemente, este necesar ca 2013 < k2,
adica k > 45, deci m = k,,,;, = 45. Aceasta valoare chiar se atinge, de pilda pentru
A={0,1,2,...,44} si B={4bz | x=0,1,2,...,43} U {1968}.



