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Etapa final«

C¥mpulung Muscel, 21 august 2019

Clasa a VIII-a

Problema 1. Mihai a ales un num«r natural nenul n �si a observat c« numerele 4n

�si 5n au aceea�si prim« cifr« ��n scrierea lor ��n baza 10. Ar«tat�i c« respectiva cifr«
poate fi numai 2 sau 4.

Olimpiad« Germania

Solut�ie:
Dac« 4n �si 5n au prima cifr« c, atunci exist« k �si ` astfel ��nc¥t c · 10k < 4n <
(c + 1) · 10k �si c · 10` < 5n < (c + 1) · 10`. (Inegalit«t�ile sunt stricte deoarece 4n �si
5n nu sunt divizibile cu 10.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Combin¥nd aceste dou« relat�ii obt�inem c3 · 10k+2` < 4n · (5n)2 < (c + 1)3 · 10k+2`,
deci c3 < 102n−k−2` < (c+ 1)3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Singurele perechi de cifre consecutive (c, c + 1) care au proprietatea c« intervalul
cuprins ��ntre cuburile lor cont�ine o putere a lui 10 sunt (2, 3) �si (4, 5): 23 < 10 < 33

�si 43 < 100 < 53. A�sadar, c poate fi numai 2 sau 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Remarc«: Se poate demonstra c« prima cifr«, c, chiar poate fi �si 2 �si 4: 411 �si 511

��ncep, ambele, cu 4, iar 452 �si 552 ��ncep ambele cu 2.

Problema 2. a) Spunem c« un num«r natural este aproape p«trat dac« el este
produsul a dou« numere naturale consecutive (adic« �aproape egale�).
Ar«tat�i c« orice aproape p«trat poate fi scris ca raportul dintre dou« aproape p«trate.

ViitoriOlimpici.ro

b) Fie n un num«r ��ntreg fixat. Spunem despre un num«r ��ntreg N c« este �n-bun�
dac« el se scrie ca N = m2 +m− n, cu m ��ntreg. Ar«tat�i c« orice num«r n-bun se
scrie ca raportul a dou« numere n-bune.

Andrei Eckstein

Solut�ie:
a) Observ«m c« produsul a dou« numere aproape p«trate consecutive, m(m− 1) �si
(m+1)m, este m(m− 1)(m+1)m = (m2− 1)n2, adic« un num«r care este tot un
aproape p«trat.

Putem atunci scrie (m− 1)m =
(m2 − 1)m2

m(m+ 1)
, ∀m ∈ N∗. Cum orice num«r aproape

p«trat se scrie sub forma (m − 1)m, el se scrie ca raportul dintre dou« numere
aproape p«trate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p



b) Dac« n 6= m2−m, putem scrie m2+m−n =
(m2 − n− 1)2 + (m2 − n− 1)− n

(m− 1)2 + (m− 1)− n
(numitorul nu se anuleaz« deoarece n 6= m(m− 1).) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Dac« n = m2 −m, atunci m2 + m − n = 2m =
(3m)2 + (3m)− (m2 −m)

(m+ 1)2 + (m+ 1)− (m2 −m)
(care rezult« folosind relat�ia de mai sus scris« pentru m+ 1 ��n loc de m �si schim-
b¥nd mezii ��ntre ei). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 3. Ana �si Bogdan joac« �Battleship� pe o tabl« m × n, m,n ≥ 4,
��mp«rt�it« ��n p«tr«t�ele unitate. Ana plaseaz« pe tabl«, ascuns« de privirile lui Bog-
dan, o nav« care const« din 6 p«tr«t�ele unitate �si care are forma de mai jos

Nava poate fi rotit« �si plasat« pe tabl« ��n orice pozit�ie, cu condit�ia ca fiecare din
p«tr«t�elele ei s« se suprapun« peste c¥te unul din p«tr«t�elele tablei. O dat« plasat«
pe tabl«, nava nu mai este mi�scat«. Liniile tablei se numeroteaz« de la 1 la m,
iar coloanele de la 1 la n. Bogdan alege un p«tr«t�el al tablei �si ��i comunic« Anei
num«rul liniei �si coloanei pe care se afl« respectivul p«tr«t�el. Dac« p«tr«t�elul vizat
de Bogdan este unul din cele �sase pe care se afl« nava, se consider« c« Bogdan
a scufundat nava. Dac« nu, Bogdan poate face noi ��ncerc«ri, p¥n« c¥nd reu�se�ste
s« scufunde nava. La fiecare ��ncercare, el alege un nou p«tr«t�el �si trimite acolo
o bomb«. Care este num«rul minim de ��ncerc«ri care ��i sunt necesare lui Bogdan
pentru a fi sigur c« va scufunda nava indiferent ��n ce pozit�ie ar fi plasat« aceasta,
dac«:
a) m = 6, n = 4;
b) m = 6, n = 8?

D«nut� Aram«

Solut�ie:
a) Deoarece tabla poate fi acoperit« cu dale de forma unei nave (vezi figura 1), iar
nava poate sta ��n oricare din cele patru pozit�ii, Bogdan are nevoie de cel put�in 4
��ncerc«ri pentru a fi sigur c« scufund« nava. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Pe de alt« parte, dac« Bogdan alege cele patru p«tr«t�ele colorate cu negru (vezi
figura 2) pentru a le bombarda, cum��n zona r«mas« alb« nu mai ��ncape nicio nav«,
Bogdan poate fi sigur c«, oricum ar fi fost plasat« init�ial nava, (una dintre) cele 4
bombe trimise de el a scufundat nava. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
�In concluzie, 4 ��ncerc«ri ��i sunt necesare �si ��i sunt �si suficiente lui Bogdan pentru a
fi sigur c« scufund« nava.
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b) Vom ar«ta c« num«rul minim de ��ncerc«ri care ��i garanteaz« lui Bogdan scu-
fundarea navei este 9.
Tabla poate fi ��mp«rt�it« ��n dou« jum«t«t�i 6× 4 �si fiecare jum«tate poate fi pavat«
cu c¥te 4 dale de forma unei nave, deci tabla ��ntreag« poate fi pavat« cu 8 asemenea
dale. Astfel, Bogdan are nevoie de minim 8 ��ncerc«ri. Vom ar«ta ��n cele ce urmeaz«
c« 8 ��ncerc«ri nu sunt ��ntotdeuna suficiente.
Este u�sor de v«zut c« dac« exist« un dreptunghi 6 × 2 ��n care Bogdan a tras o
singur« dat«, atunci ��n respectivul dreptunghi mai este ��ntotdeauna loc pentru o
nav«. A�sadar, Bogdan trebuie s« trag« de minim dou« ori ��n fiecare dreptunghi
6× 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
�Imp«rt�im tabla ��n trei dreptunghiuri 2 × 8 �si ne uit«m la num«rul de ��ncerc«ri
efectuate de Bogdan ��n fiecare din aceste dreptunghiuri. �In fiecare din ele, Bogdan
trebuie s« fac« minim dou« ��ncerc«ri. Atunci 8 ��ncerc«ri ��n total pot proveni din
2 + 3+ 3 sau din 2 + 2+ 4. Oricum, va exista un dreptunghi 2× 8 ��n care Bogdan
a efectuat exact dou« ��ncerc«ri. Ne uit«m la un asemenea dreptunghi. Pentru a nu
��nc«pea o nav« nici pe primele 4 coloane, nici pe ultimele 4, trebuie ca Bogdan s«
vizeze un p«tr«t�el de pe coloanele 2 sau 3 �si unul de pe coloanele 6 sau 7. Pentru
a nu putea plasa o nav« pe coloanele 3-6, este obligatoriu ca Bogdan s« vizeze fie
p«tr«t�elele de pe linia 1 coloana 3 �si linia 2 coloana 6, fie, invers, cele de pe linia 1
coloana 6 �si linia 2 coloana 3, ca ��n figurile de mai jos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Datorit« simetriei, putem presupune c« exist« un dreptunghi precum cel din figura
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de deasupra. Ne uit«m la dreptunghiul 8× 2 de deasupra acestuia (dac« nu exist«,
rotim figura). Ar«t«m c« acesta trebuie s« cont�in« cel put�in 4 p«tr«t�ele negre
(adic«, pentru a nu se putea ascunde o nav« pe bucata alb« r«mas« din drep-
tunghiul 4 × 8, Bogdan trebuie s« fac« minim 4 ��ncerc«ri ��n dreptunghiul de dea-
supra). Putem ascunde nave plasate pe vertical« pe coloanele 1-2, pe coloanele 4-5
�si pe coloanele 7-8, deci Bogdan va trebui s« efectueze c¥te o ��ncercare ��n fiecare
din aceste zone, neap«rat pe linia a doua. Dac«, de exemplu, el alege coloana 4,
atunci ��ncape o nav« cu 4 p«tr«t�ele pe linia 1 (coloanele 4,5,6,7) �si dou« p«tr«t�ele
pe linia 2 (coloanele 5 �si 6). Oricum ar fi, ��n dreptunghiul de deasupra, Bogdan va
trebui s« fac« minim 4 ��ncerc«ri. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

A�sadar, singura variant« ��n care Bogdan ar putea face numai 8 ��ncerc«ri ar fi ca el
s« fac« 4 ��ncerc«ri ��n dreptunghiul 2×8 din mijloc �si c¥te dou« ��n cel de deasupra �si
de dedesubt. S�tim c« ��n dreptunghiurile de deasupra �si dedesubt Bogdan trebuie s«
fac« ��ncerc«rile ��n coloanele 3 �si 6. Ne uit«m acum la dreptunghiul 6×2 format din
primele dou« coloane. S�tim c« Bogdan trebuie s« efectueze minim dou« ��ncerc«ri
��n acest dreptunghi. La fel ��n dreptunghiule format din coloanele din mijloc �si ��n
dreptunghiul format din ultimele dou« coloane. Asta face mai mult dec¥t cele 4
��ncerc«ri pe care am presupus c« le-ar face Bogdan. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
�In concluzie, nu este posibil ca Bogdan s« efectueze numai 8 ��ncerc«ri. Are nevoie
de minim 9.
Pe de alt« parte, 9 ��ncerc«ri ��i sunt suficiente, dup« cum se poate vedea din figura
de mai jos: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Alt« solut�ie pentru b) Vom ar«ta c« num«rul minim de ��ncerc«ri care ��i garan-
teaz« lui Bogdan scufundarea navei este 9.
Tabla poate fi ��mp«rt�it« ��n dou« jum«t«t�i 6× 4 �si fiecare jum«tate poate fi pavat«
cu c¥te 4 dale de forma unei nave, deci tabla ��ntreag« poate fi pavat« cu 8 asemenea
dale. Astfel, Bogdan are nevoie de minim 8 ��ncerc«ri. Vom ar«ta ��n cele ce urmeaz«
c« 8 ��ncerc«ri nu sunt ��ntotdeuna suficiente. �Imp«rt�im tabla ��n 4 dreptunghiuri
6 × 2. Dac« exist« vreo asemenea port�iune ��n care Bogdan trage o singur« dat«,
atunci el nu are garant�ia de a scufunda o nav« plasat« integral ��n respectiva zon«
(rotit« cu 90◦ fat�« de cea din enunt�, ��ntr-un sens sau altul): oricum am colora cu
negrul unul din p«tr«t�elele dreptunghiului 6×2, ��n zona r«mas« alb« se poate plasa
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o nav«. A�sadar, dac« 8 ��ncerc«ri i-ar putea fi suficiente lui Bogdan, el ar trebui s«
efectueze c¥te dou« ��ncerc«ri asupra fiec«ruia din cele 4 dreptunghiuri 6 × 2. Sin-
gurele moduri ��n care Bogdan poate colora dou« dintre p«tr«t�elele unei table 6× 2
cu negru astfel ��nc¥t ��n zona r«mas« alb« a acestuia s« nu mai ��ncap« nicio nav«
sunt cele de mai jos (plus cele obt�inute din acestea prin simetrii �si rotat�ii):

S« vedem cum putem combina dou« asemenea dreptunghiuri ca s« obt�inem o tabl«
6 × 4, ��n a c«rei zon« alb« s« nu putem plasa nicio nav«. S�tim c« cele 4 p«tr«t�ele
negre trebuie s« scufunde cele 4 nave din figura 1. Nu putem a�sadar folosi niciuna
din ultimele trei variante (pentru c« cele dou« p«tr«t�ele negre corespund unei ace-
lea�si nave, deci o nav« va r«m¥ne f«r« p«tr«t�el negru.) Din acela�si motiv, putem
folosi variantele 2 �si 3 (��n pozit�ia asta) numai pentru dreptunghiul din dreapta.
Analiz¥nd variantele (practic exemplele bune pentru Bogdan la a)), obt�inem ur-
m«toarele posibilit«t�i (pe l¥ng« cea din figura 2):

�Incerc«m s« �lipim� dou« asemenea figuri (nu neap«rat diferite), la nevoie, dup« ce
le-am rotit sau simetrizat ��n prealabil.
Vrem s« ar«t«m c« oricum am lipi dou« asemenea dreptunghiri, pe zona alb« a
dreptunghiului 6× 8 rezultat se poate ��ntotdeauna plasa o nav«.
S« observ«m c« l¥ng« o coloan« alb« trebuie s« vin« una cu dou« p«tr«t�ele negre pe
ea, dar nu dispunem pe niciuna din coloanele de margine de dou« p«tr«t�ele negre.
A�sadar variantele cu coloan« alb« pot fi folosite numai la margine. De asemenea,
pentru exemplul din figura 2, precum �si exemplele 1 �si 4 de mai sus, este valabil«
urm«toarea observat�ie: dac« dreptunghiul care vine lipit de ele nu are un p«trat
negru chiar ��n colt�, atunci cinci dintre p«tratele albe ale sale �si p«tratul alb al
dreptunghiului vecin vor permite plasarea unei nave. Cum nu avem p«trat negru
��n niciun colt�, ne r«m¥ne numai posibilitatea de a folosi dreptunghiul din figura
2 pentru ambele jum«t«t�i (cu latura alb« la cele dou« margini). Dar atunci e loc
pentru o nav« chiar ��n mijloc (pe liniile centrale). A�sadar, cu 8 ��ncerc«ri, Bogdan
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nu poate fi sigur c« scufund« nava.
Exemplul de mai jos arat« c« 9 ��ncerc«ri sunt suficiente.
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