CONCURSUL GAZETA MATEMATICA SI VIITORIOLIMPICI.RO
ETAPA FINALA
CAMPULUNG MUSCEL, 21 AuGguUSsT 2019

Clasa a VIII-a

Problema 1. Mihai a ales un numéar natural nenul n si a observat ca numerele 4"
si b au aceeasi prima cifra in scrierea lor in baza 10. Aratati ca respectiva cifra
poate fi numai 2 sau 4.

OLIMPIADA GERMANIA
Solutie:

Daca 4" si 5" au prima cifra ¢, atunci existi k si ¢ astfel incat ¢ - 10F < 4" <
(c+1)-10%gi c-10° < 5" < (c+ 1) - 10°. (Inegalitatile sunt stricte deoarece 4" si

5" nu sunt divizibile cu 10.) ... 2p
Combinand aceste doud relatii obtinem ¢ - 108426 < 47 . (57)2 < (c + 1)3 - 10F+2¢,
deci @ < 10277720 < (e 1)3. Lo 3p

Singurele perechi de cifre consecutive (¢, ¢ + 1) care au proprietatea ca intervalul
cuprins intre cuburile lor contine o putere a lui 10 sunt (2, 3) si (4,5): 2% < 10 < 33
si 43 < 100 < 53. Asadar, ¢ poate finumai 2sau 4. ..., 2p

Remarci: Se poate demonstra ci prima cifrs, ¢, chiar poate fi si 2 si 4: 4! i 5!
incep, ambele, cu 4, iar 4°2 si 552 incep ambele cu 2.

Problema 2. a) Spunem cd un numair natural este aproape patrat daca el este
produsul a doud numere naturale consecutive (adica , aproape egale”).
Aratati ci orice aproape patrat poate fi scris ca raportul dintre doué aproape patrate.

VIITORIOLIMPICI.RO

b) Fie n un numar intreg fixat. Spunem despre un numar intreg N ci este ,n-bun”
daca el se scrie ca N = m? +m — n, cu m intreg. Aritati ci orice numér n-bun se
scrie ca raportul a doud numere n-bune.

ANDREI ECKSTEIN

Solutie:

a) Observam ca produsul a doud numere aproape patrate consecutive, m(m — 1) gi
(m + 1)m, este m(m — 1)(m + 1)m = (m? — 1)n?, adica un numar care este tot un
aproape patrat.

(m? — 1)m?
m(m + 1)
patrat se scrie sub forma (m — 1)m, el se scrie ca raportul dintre doud numere
AProape PALTATE. ... ..o 3p

Putem atunci scrie (m —1)m = , Vm € N*. Cum orice numér aproape



(m?>-n—-12+m?>-n—-1)—n
(m—12+(m—-1)—n
(numitorul nu se anuleaza deoarece n # m(m —1).) ... L. 3p

b) Daci n # m? —m, putem scrie m?+m—n =

Daca n = m? — m, atunci m?> +m —n = 2m =
(m+1)2+(m+1)—(m2—m)

(care rezulta folosind relatia de mai sus scrisd pentru m + 1 in loc de m si schim-
band mezii intre el). ...... ... 1p

Problema 3. Ana si Bogdan joacd ,Battleship” pe o tabla m x n, m,n > 4,
impartita in patritele unitate. Ana plaseazi pe tabli, ascunsa de privirile lui Bog-
dan, o nava care consta din 6 patratele unitate si care are forma de mai jos

EREN

Nava poate fi rotita si plasatd pe tabla in orice pozitie, cu conditia ca fiecare din
patratelele ei sa se suprapuni peste cate unul din patratelele tablei. O data plasata
pe tabld, nava nu mai este migcatd. Liniile tablei se numeroteaza de la 1 la m,
iar coloanele de la 1 la n. Bogdan alege un patratel al tablei si ii comunicd Anei
numirul liniei si coloanei pe care se afla respectivul péatritel. Daca patritelul vizat
de Bogdan este unul din cele sase pe care se afla nava, se considerd ci Bogdan
a scufundat nava. Daca nu, Bogdan poate face noi incercari, pana cand reugeste
sa scufunde nava. La fiecare incercare, el alege un nou pitritel si trimite acolo
o bomba. Care este numarul minim de incercari care ii sunt necesare lui Bogdan
pentru a fi sigur ca va scufunda nava indiferent in ce pozitie ar fi plasata aceasta,
daca:

a)m=06,n=4

b) m =6, n =87

DANUT ARAMA

Solutie:

a) Deoarece tabla poate fi acoperitd cu dale de forma unei nave (vezi figura 1), iar
nava poate sta in oricare din cele patru pozitii, Bogdan are nevoie de cel putin 4
incercari pentru a fi sigur cd scufunda nava. ......... ... .. il 1p
Pe de altd parte, dacd Bogdan alege cele patru patritele colorate cu negru (vezi
figura 2) pentru a le bombarda, cum in zona ramasa alba nu mai incape nicio nava,
Bogdan poate fi sigur ca, oricum ar fi fost plasata initial nava, (una dintre) cele 4
bombe trimise de el a scufundat nava. ........... ... ... ... 1p
In concluzie, 4 incercari ii sunt necesare gi i sunt si suficiente lui Bogdan pentru a
fi sigur ca scufunda nava.



figura 1 figura 2

b) Vom arita cd numarul minim de incerciri care ii garanteazd lui Bogdan scu-
fundarea navei este 9.

Tabla poate fi impirtita in doua jumatati 6 x 4 si fiecare jumitate poate fi pavata
cu cate 4 dale de forma unei nave, deci tabla intreaga poate fi pavata cu 8 asemenea
dale. Astfel, Bogdan are nevoie de minim 8 incerciri. Vom arita in cele ce urmeaza
cd 8 incercari nu sunt intotdeuna suficiente.

Este ugsor de vazut cd daci existd un dreptunghi 6 x 2 in care Bogdan a tras o
singura datd, atunci in respectivul dreptunghi mai este intotdeauna loc pentru o
navi. Asadar, Bogdan trebuie sa tragid de minim doué ori in fiecare dreptunghi
B X 2. ot 1p
Impirtim tabla in trei dreptunghiuri 2 x 8 si ne uitim la numirul de incerciri
efectuate de Bogdan in fiecare din aceste dreptunghiuri. In fiecare din ele, Bogdan
trebuie sa facd minim doud incercari. Atunci 8 incercari in total pot proveni din
243+ 3 sau din 2 + 2 + 4. Oricum, va exista un dreptunghi 2 x 8 in care Bogdan
a efectuat exact doua incercari. Ne uitdm la un asemenea dreptunghi. Pentru a nu
incipea o nava nici pe primele 4 coloane, nici pe ultimele 4, trebuie ca Bogdan sa
vizeze un patratel de pe coloanele 2 sau 3 si unul de pe coloanele 6 sau 7. Pentru
a nu putea plasa o nava pe coloanele 3-6, este obligatoriu ca Bogdan sa vizeze fie
patratelele de pe linia 1 coloana 3 si linia 2 coloana 6, fie, invers, cele de pe linia 1
coloana 6 si linia 2 coloana 3, ca in figurile de mai jos. ....................... 1p

Datoritad simetriei, putem presupune ci exista un dreptunghi precum cel din figura



de deasupra. Ne uitam la dreptunghiul 8 x 2 de deasupra acestuia (dacid nu exista,
rotim figura). Ardtim cd acesta trebuie sa contind cel putin 4 patritele negre
(adicd, pentru a nu se putea ascunde o navd pe bucata albd ramasi din drep-
tunghiul 4 x 8, Bogdan trebuie sa facd minim 4 incercari in dreptunghiul de dea-
supra). Putem ascunde nave plasate pe verticala pe coloanele 1-2, pe coloanele 4-5
si pe coloanele 7-8, deci Bogdan va trebui sa efectueze cite o incercare in fiecare
din aceste zone, neaparat pe linia a doua. Daca, de exemplu, el alege coloana 4,
atunci incape o nava cu 4 patratele pe linia 1 (coloanele 4,5,6,7) si doua patratele
pe linia 2 (coloanele 5 gi 6). Oricum ar fi, in dreptunghiul de deasupra, Bogdan va
trebui sa facd minim 4 MNCErcari. ......... ... i 1p

Agadar, singura varianta in care Bogdan ar putea face numai 8 incercari ar fi ca el
sa faca 4 incercari in dreptunghiul 2 x 8 din mijloc si cate doua in cel de deasupra si
de dedesubt. Stim ca in dreptunghiurile de deasupra si dedesubt Bogdan trebuie sa
faca incercarile in coloanele 3 i 6. Ne uitdm acum la dreptunghiul 6 x 2 format din
primele doua coloane. Stim c& Bogdan trebuie sa efectueze minim doua incercari
in acest dreptunghi. La fel in dreptunghiule format din coloanele din mijloc si in
dreptunghiul format din ultimele doua coloane. Asta face mai mult decat cele 4
incercéri pe care am presupus ca le-ar face Bogdan. .......................... 1p
In concluzie, nu este posibil ca Bogdan si efectueze numai 8 incerciiri. Are nevoie
de minim 9.

Pe de alti parte, 9 incercari ii sunt suficiente, dupa cum se poate vedea din figura
A TAT JOS: .ottt 1p

Alta solutie pentru b) Vom arita cd numarul minim de incercari care ii garan-
teazd lui Bogdan scufundarea navei este 9.

Tabla poate fi impértita in doua jumatati 6 x 4 si fiecare jumitate poate fi pavata
cu cate 4 dale de forma unei nave, deci tabla intreaga poate fi pavata cu 8 asemenea
dale. Astfel, Bogdan are nevoie de minim 8 incerciri. Vom arita in cele ce urmeaza
ci 8 incercdri nu sunt intotdeuna suficiente. Imp#rtim tabla in 4 dreptunghiuri
6 x 2. Daca exista vreo asemenea portiune in care Bogdan trage o singura data,
atunci el nu are garantia de a scufunda o nava plasati integral in respectiva zona
(rotitd cu 90° fatd de cea din enunt, intr-un sens sau altul): oricum am colora cu
negrul unul din patratelele dreptunghiului 6 x 2, in zona ramaséa alba se poate plasa

4



o navid. Asadar, daca 8 incercari i-ar putea fi suficiente lui Bogdan, el ar trebui sa
efectueze cate doud incercari asupra fieciruia din cele 4 dreptunghiuri 6 x 2. Sin-
gurele moduri in care Bogdan poate colora doud dintre patratelele unei table 6 x 2
cu negru astfel incat in zona ramasi alba a acestuia sd nu mai incapa nicio navi
sunt cele de mai jos (plus cele obtinute din acestea prin simetrii si rotatii):

am x| ™0 "

Sa vedem cum putem combina dou# asemenea dreptunghiuri ca sa obtinem o tabla
6 X 4, in a cirei zona alba si nu putem plasa nicio navi. Stim ci cele 4 pitritele
negre trebuie sd scufunde cele 4 nave din figura 1. Nu putem asadar folosi niciuna
din ultimele trei variante (pentru ca cele doua patritele negre corespund unei ace-
leasi nave, deci o navd va ramane fard patratel negru.) Din acelagi motiv, putem
folosi variantele 2 gi 3 (in pozitia asta) numai pentru dreptunghiul din dreapta.
Analizand variantele (practic exemplele bune pentru Bogdan la a)), obtinem ur-
matoarele posibilititi (pe langa cea din figura 2):

Incercam si lipim” doud asemenea figuri (nu neaparat diferite), la nevoie, dup ce
le-am rotit sau simetrizat in prealabil.

Vrem sa aratam ca oricum am lipi doud asemenea dreptunghiri, pe zona alba a
dreptunghiului 6 x 8 rezultat se poate intotdeauna plasa o nava.

Sa observam ca langa o coloand alba trebuie sa vind una cu doua patratele negre pe
ea, dar nu dispunem pe niciuna din coloanele de margine de doua patratele negre.
Agadar variantele cu coloana alba pot fi folosite numai la margine. De asemenea,
pentru exemplul din figura 2, precum si exemplele 1 gi 4 de mai sus, este valabila
urmatoarea observatie: daca dreptunghiul care vine lipit de ele nu are un patrat
negru chiar in colt, atunci cinci dintre patratele albe ale sale si patratul alb al
dreptunghiului vecin vor permite plasarea unei nave. Cum nu avem patrat negru
in niciun colt, ne ramane numai posibilitatea de a folosi dreptunghiul din figura
2 pentru ambele jumatati (cu latura alba la cele doud margini). Dar atunci e loc
pentru o navi chiar in mijloc (pe liniile centrale). Agsadar, cu 8 incercari, Bogdan



nu poate fi sigur ca scufunda nava.
Exemplul de mai jos arata ci 9 incercari sunt suficiente.




