CLASA a VII-a; SOLUTII

1. Aratati ca pentru orice numere pozitive a, b, c are loc inegalitatea

a b c 3
+ + <.
Via+b)(a+ce) Jla+b)b+c) lat+c)(b+c) 2
Solutie: Din inegalitatea mediilor rezulta inegalitatile
__a g lfa 4 a
(a+b)(a+c) — 2 <a+b + a+c)
b 1(_b b
e = 2 (a5 + v2) (1)
< < lic 4 c
(a+c)(b+c) S 2 (a+c + b+c) ’
care prin adunare conduc la inegalitatea din enunt.
Barem:
obtine inegalitatile (1) 5p
aduna inegalitatile si finalizeaza 2p
Total 7p

2. Aratati ca nu exista numere naturale nenule x,y,z,t care sa verifice
sistemul de ecuatii
{ 2?2 + 6y? = 22

622 + y* = t?

Solutie: Fie x,y, z,t € N numere naturale care verifica sistemul din enunt.
Adunand ecuatiile sistemului se obtine ca

T2 +y?) =22 +t% (1)

Aceastd egalitate este posibild doar dacd 7|z si 7|t. Fie z; := Z gi t; := L.
Din (1) rezulta atunci c& 7(z% + t2) = 2% + y?, astfel cad z = Tzy, y = Ty,
cu ry,y; € N impérgind ecuatiile initiale prin 72, deducem ca xq,y1, 21, t1
verifica de asemenea sistemul. Repetand rationamentul(i.e., prin inductie
matematica) rezulta ca z,y, z,t sunt divizibile prin 7" pentru orice numar
natural n. Acest lucru este posibil doar daca xr = y = z =t = 0, astfel ca

sistemul dat nu are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

Barem:

obtine egalitatea (1)

obtine 7|z si 7|t

deduce ca 7(zf 4+ t]) = 2° + y°, unde 2, := £, t; :=
obtine 7|z si 7|y

arata ca x1, vy, 21, t1 este solutie a sistemului
deduce ca 7" divide x,y, z,t pentru orice n € N
deduce ca x =y = z =t = 0, deci nu exista solutii nenule
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Total

7p



3. Fie AABC un triunghi isoscel, cu (AB) = (AC) i m(@) = 80°, iar
D € (AC) un punct astfel incat m(DBC) = 70°. Aratati ca (AD) = (BC).

Solutie(var.1): In semiplanul complementar semiplanului (AC, B se con-
sidera punctul E astfel incat m(@) = 40° si (AF) = (AC). Rezulta
atunci ca:

- A ABF este echilateral,

- FEBC = ﬁ@, cu masurile de 20°,

- BEC = @, cu masurile de 10°,

-AABD = ABEC. Atunci (AD) = (BC).

Barem(var.1):

considera E in semiplanul complementar semiplanului (AC, B, cu

m(EAC) = 40° si (AE) = (AC) 2p
arata ca A ABFE este echilateral 1p
aratd ci EBC = DAB 1p
arati ci BEC = ABD 1p
arata ca AABD = A BEC 1p
deduce ca (AD) = (BC) lp
Total 7p

Solutie(var.2): Masura unghiului BAC este
m(BAC) = 180° — 2m(ABC) = 20°.

Fie £ € (AC) si F' € (AB) puncte cu m(EBC) = m(FCB) = 60°, iar
M € (BE)N (CF). Rezulta atunci ca:

-ABEC=ACFB,

- triunghiurile A AEB si A AFC sunt isoscele si congruente, cu

(AF) = (AF) = (BE) = (CF),

- FE||BC, astfel ca A AFE ~ A ABC,

- triunghiurile A M BC' si A M EF sunt echilaterale,

- (BD este bisectoarea unghiului ABE.

Folosind teorema bisectoarei in triunghiul A ABE, precum gi asemanarile si
congruentele obtinute, putem scrie egalitatile:

AD AB AB BC BM )
DE BE AE EF ME’

Dar atunci rezulta ca
AFE BE

DE ~ ME’
de unde (DE) = (MFE), deci si (DE) = (EF). Din (1) rezulta atunci ca
(AD) = (BC).



Barem(var.2):

considera £ € (AC), F € (AB) cu m(EBC) = m(FCB) = 60°
si M € (BE)N (CF)

obtine egalitatile (1)

arata ca (DE) = (ME) = (EF)

deduce ca (AD) = (BC)

Total



