Problema 1. Fie multimea S = {(z+y)"—27 %" | 2,y € Z}. Determinati
cel mai mare divizor comun al numerelor din S.

D. Serbanescu

Solutia. Fie d cel mai mare divizor comun al numerelor din S. Deoarece
27T -2 =126=2-32-7 € S pentru = y = 1, se obtine ci d divide 126.
Acum, pentru z = 2 si y = 1, obtinem (2+1)" =27 -1=3"-2"-1¢ S,
si deci d va divide numarul (37 — 27 — 1) + (27 — 2) = 37 — 3. Deoarece 9 nu
divide 37 — 3, rezulta ca d divide 126/3 = 42.

Sa verificim ca , deci ca numerele prime 2, 3 si 7 divid pe (z +
y)" — 27 —y", pentru orice numere intregi x si y. Observam ci este suficient
sa aratim ca 42 divide a” — a pentru orice numir intreg a, cici putem scrie

@ty —a" =y = (e +y)" —(@+y) — @ —2) = (" —y).
Dara’—a=a(a—1)(a+1)(a®> —a+1)(a®+a+1). Acum 2 divide a(a —1),
3 divide a(a — 1)(a + 1), iar 7 divide a” — a, din mica teorema a lui Fermat,
sau, mai simplu, 7 va divide (z4%)” — 2" —y", expresie egald cu (din binomul
lui Newton) 7(2%y + 325y + 5zty3 + 5a3y* + 3225 + xy5). [ |



Problema 2. Determinati toate perechile de numere naturale nenule a si b
pentru care a8 > 5°F1 g 6 > 5o+,

D. Serbanescu

Solutia. Vom arita ca inegalitatea 5" 7! > nS este valabil pentru numerele
naturale nenule n, mai putin n =3 si n = 4.

Intr-adevir, se verifici ugor pentrun = 1, n = 2 gi n = 5. Daca afirmatia
este adevaratd pentru n > 5, atunci vom avea 5”2 = 5. 5"t > 5pb,
Este suficient atunci si aratdm ca 5n° > (n + 1)5, ceea ce se rescrie ca
5> (1+%)6. Deoarece (1+%)6 < (1+i)6 = 5'2—2 = 5-% < 5, totul
e demonstrat (prin simpla inductie); mai mult, inegalitatea devine stricta
pentru n > 5.

Astfel obtinem 5%t > ab si 5b*1 > 88, pentru toti a,b diferiti de 3
si 4. inmulgind inegalitatile din enunt, si apoi cele de mai sus, obtinem
a%b0 > 50150+l > 1645 Dar aceasts egalitate se poate obtine aici numai
daca , care evident verificd. Altfel, trebuie ca a = 4 sau a = 3
(sau, simetric, b = 4 sau b = 3). Daci a = 4, atunci inegalitatile din enunt,
devin 4% > 51 &i % > 55 implicand b < 4 si b > 4 respectiv, deci b = 4.
Daci a = 3, atunci 35 > 521 gi 4% > 5%, implicand b < 3 si b > 3 respectiv,
deci b = 3.

Am gasit deci doua noi perechi ’a =b=4gia=b=3| |




Problema 3. Fie o foaie infinitd partitionata in patratele de latura 1.
Se coloreaza interiorul fiecarui patratel cu una din culorile rosu sau negru
(laturile patratelelor nu sunt considerate a fi colorate). Aratati cd pentru
orice numar intreg pozitiv o exista un triunghi echilateral de arie numar
intreg A > «, cu varfurile in patratele de aceeasi culoare.

R. Gologan

Solutia. (D. Schwarz) Ca de obicei in astfel de situatii, se pune problema
coloréarii liniilor despartitoare. Una din idei ar fi ca patratelul sa fie consid-
erat a fi format din interiorul sau, Impreuna cu laturile stanga si jos, dar
mai putin varfurile nord-vest gi sud-est. Astfel realizam o partitie a planului
data de
U {(r,y); a<z<a+1l, b<y<b+1}.
(a,b)eZ?

O alta idee ar fi sa nu coloram de loc laturile patratelelor; idee care a fost
aleasa pentru problema de fatd. Aceasta introduce si mica dificultate supli-
mentara de a evita punctele necolorate ale planului.

Ideea demonstratiei este bazata pe cunoscuta configuratie care garan-
teazé existenta unui triunghi echilateral monocromatic in planul bicolor.!
Sa alegem o valoare £ a laturii unui triunghi echilateral de arie numar intreg

4o
a, deci £ = 4/ —=. Fie y cercul de raza £ si centru un punct A de culoarea

V3
c1, i T cercul de acelasi centru si razi ¢v/3. Punctele de intersectie ale cer-
curilor v si I' cu laturile patratelelor sunt evident in numér finit, si aceste
puncte trebuie evitate, fiind necolorate.

Daca toate punctele de pe v (in afara de cel mult un numar finit) sunt de
culoare ¢y, atunci exista un triunghi echilateral cu varfurile dintre acestea,
si de arie 3a. Daca nu, fie B € « de culoare ci, si fie hexagonul regulat
BCDEFG inscris in . Atunci varfurile trebuie sa aiba culorile C' — ¢y,
G —co, E—c1, D — co, F — co, altfel se formeaza un triunghi echilateral
de arie o sau 3a. Fie acum H = BC' N DE; evident H € I'. Daca H are
culoarea ¢y, atunci ACDH este monocromatic ¢y si are aria «; daca H are
culoarea c1, atunci ABFEH este monocromatic ¢; si are aria 4a. |

1A se vedea in acest sens articolul [VAsILE Pop, Configuratii monocolore in probleme
de colorare, Problema 9], pe site-ul http://www.viitoriolimpici.ro.



