Problema 1. Demonstrati ca, pentru orice intreg n > 2, exista o multime
X, formata din n numere intregi strict pozitive (distincte), astfel incat orice

element a al lui X,, divide suma o(X,,) = Z x, a tuturor elementelor lui
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Solutia. Nu exista o astfel de multime Xo (trivial), dar exista X,, pentru
orice n # 2 (iarasi trivial pentru n = 1). Sa consideram oricare reprezentare
cu fractii egiptene (z; intregi pozitivi distinc@i) pentru 1

n
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Atunci of (sz> ;x] = il_[lxi, deci 0(X,) = w;a;, prin

urmare a; | o(X,) (si n > 2 poate fi ales la discretie).

Exista si o solutie imediata prin simpla inductie. S& luam X35 = {1, 2, 3}
si Xp+1 =X, U{o(Xn)} [ |



Problema 2. Fie date trei numere intregi a, b, c, cu suma o = a+b+c > 0.
Daca printre cele trei numere exista (macar) unul negativ, de exemplu a < 0,
este permisa inlocuirea celor trei numere cu noile numere a’ = —a, b’ = b+a,
¢ = ¢+ a. Demonstrati ca intr-un numaér finit de astfel de pasi, toate cele
trei numere devin mai mari sau egale cu zero.

Adaptare OIM

Solutia. Aceasta este o variatiune pe o tema clasicd cu un leitmotiv de
invariant (vezi IMO 1986 — Problema 3, pentru cinci numere). Este clar ca
o este invariant la pasii permisgi. Construim un semi-invariant ¥(a, b, ¢) :=
a’? 4+ b% + ¢%. Atunci, de exemplu pentru a < 0, simple calcule produc
0<X(d,b,d)=%(—a,b+a,c+a) = X(a,b,c) + 2a0 < X(a,b,c).

Deci semi-invariantul descreste cu cel putin 20 la fiecare pas, asadar dupa
un numar finit de pasi toate cele trei numere devin mai mari sau egale cu
zero, caci semi-invariantul trebuie si ramana strict pozitiv (o aplicare a
metodei descinderii infinite). [ |



Problema 3. Fie un gir a; < as < --- < a, < --- de numere Intregi, si un
numar M astfel incat a,4+1 — ap, < M pentru orice n > 1. Demonstrati ca,
in afara a cel mult un numar finit de numere prime, pentru orice alt numar

prim p existd (macar) un termen al sirului divizibil prin p.
skokok

Solutia. Fie p1,po, ..., pr numere prime astfel Incat niciun termen al girului
nu este divizibil prin niciunul dintre ele. Sistemul de congruente x + ¢ =
(mod p;), 1 <i <k, are solutii intregi

k

rT=x9+Mm Hpi, pentru un anume xg € Z si orice m € Z,

i=1
din Lema Chineza a Resturilor. Alegem m > 0 astfel incat © > a;. Deoarece
"pasul” an4+1 — a, al girului este mai mic decat M, obtinem o contradictie
dacd k > M. Prin urmare cel mult |M | numere prime nu divid niciun
termen al girului. |



