Problema 1. Pentru z,y, z, numere reale, determinati valoarea minima a
lui = pentru care avem

1:2+2y2+z2+:1:y—yz—zac:1.
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Solutia. Relatia data este echivalenta cu
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de unde ?xz < 1, deci —\/g <z < \/g Prin urmare valoarea minima
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Problema 2. In triunghiul ABC, unghiul ZBAC este ascutit, bisectoarea
unghiului Z/BAC intersecteaza BC' in punctul D, K este piciorul perpen-
dicularei din B pe AC, §i ZADB = 45°. Punctul P se afla intre K si C,
astfel incat ZKDP = 30°. Punctul @ se afla pe semidreapta DP, astfel
incat DQ = DK. Perpendiculara in P pe AC intersecteaza K D in punctul
L. Demonstrati ca PL? = DQ - PQ.
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Solutia. Fie O piciorul perpendicularei din B pe AD; atunci BO inter-
secteaza AC in T.

Patrulaterul ABOK este inscriptibil (ZAKB = ZAOB = 90°), deci
/BKO = /BAO = /KAO = ZKBO, astfel OB = OK. Triunghiul
BOD este isoscel, deci OD = OB. Finalmente, OB = OT, prin urmare
patrulaterul BKTD este inscriptibil (cu centrul cercului circumscris O si
diametru BT).

Rezulta ca /ZDKP = ZDBT = 45°, deci triunghiul PK (@) este isoscel,
caci triunghiul K D@ este isoscel, prin urmare /PQK = ZQPK = 75°.
Triunghiul K PL fiind evident isoscel, rezulta ca LP = KP = K@Q. Acum
concluzia rezulta din asemanarea triunghiurilor PK@Q si K DQ. |



Problema 3. Rezolvati in numere intregi ecuatia

y? = 82% + 2%y — %
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Solutia. Ecuatia se poate scrie in forma echivalenta

yo(y + 1) = 22°(42° + y).
Solutiile (z,y) = (0,0), (0,—1),(1,2) sunt usor de gasit, si se verifica ime-
diat ca nu sunt altele pentru z sau y in {—1,0,1}. Consideram celelalte
posibilitati.

Pentru un prim p care divide pe y, astfel incat p?||y (notatie pentru a fiind
cea mai mare putere a lui p care divide pe y), cu a > 0, rezulta ca p|z, deci
fie p°||x, b > 0. Egalizand puterile lui p in cele doud parti ne da 2a = 3b +a
pentru a < 3b, sau 2a = 6b pentru a > 3b, ambele imposibile, deci a = 3b.
Daci y este impar, rezulta y = 23, si deci 25(23 +1) = 223 (423 +23) = 1029,
asadar 3 = 9, imposibil.

Daci y este par, astfel incat 2%||y, cu a > 0, si 2°||z, b > 0, egalizand
puterile lui 2 In cele doua péarti ne da 2a = 3b+ a + 1 pentru a < 3b + 2,
sau 2a = 6b + 3 pentru a > 3b + 2, ceea ce este imposibil, deci a = 3b + 1.
Combinéand cu rezultatul anterior, rezults x = 2°z, y = 230+123, cu z impar,
si deci 26b+226(23b+123 4 1) — 23b+123(23b+223 +23b+12’3) — 26b+22637 asadar
230+1:3 11 =3,saub=0gi 2 =1, ceea ce duce la = 1, absurd.

Prin urmare solutiile prezentate la inceput sunt singurele. |



