
Problem . S  se arate c  orice mulµime de numere
întregi cu 2012 elemente conµine o submulµime cu propri-
etatea c  suma elementelor acestei submulµimi este divizibil 
cu 2012.

Manuela Prajea , Drobeta Turnu-Severin

Soluµie Fie A = {a1, a2, ..., a2012} ⊂ Z ³i numerele
întregi N1 = a1; N2 = a1+a2; ...; N2012 = a1+a2+ ...+a2021

i) Dac  unul dintre aceste numere e divizibil cu 2012
atunci problema e rezolvat .

Dac  Nk
... 2012 atunci {a1, a2, ..., ak} e submulµimea

c utat .
ii) Dac  niciunul din numerele N1, N2, ... N2012 nu este

divizibil cu 2012, atunci resturile posibile la împ rµirea lor cu
2012 ar � din mulµimea {1, 2, ..., 2011}. Cum sunt 2012
numere ³i 2011 resturi posibile, conform principiului cutiei,
exist  dou  dintre ele care dau acela³i rest la împ rµirea cu

2012. Fie acestea Ni ³i Nj, i < j. Atunci Nj − Ni
... 2012 ³i

cum Nj−Ni = ai+1+ai+2+...+aj avem c  {ai+1, ai+2, ..., aj}
va � submulµimea c utat .
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Problem . Se consider  triunghiul isoscel ABC având
AB = AC ³i m(Â) = 200. Fie D ∈ (AB) astfel ca AD =

BC, iar E astfel încât DE ‖ BC ³i m(D̂BE) = 500 . Ar taµi
c  triunghiul EAC este echilateral.

Manuela Prajea , Drobeta Turnu-Severin

Soluµie

Fie S astfel încât AS = AC, m(ŜAC) = 600 ³i C ∈
Int(ŜAB, adic  4SAC este echilateral (1).

Atunci m(ŜAD) = m(ÂBC) = 800 ³i prin urmare

4SAD ≡ 4ABC (LUL) . Cum ³i m(ŜDA) = 800 rezult 
SD ‖ BC, dar DE ‖ BC, prin urmare S, E ³i D sunt col-
iniare (2).

Triunghiul SAB are m(Â) = 800 ³i SA = AB, adic 

avem un triunghi isoscel, de unde rezult  m(ŜBA) = 500 =

m(D̂BS), dar m(D̂BE) = 500 ceea ce conduce la S, E ³i B
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coliniare (3).
Din (2) ³i (3) deducem c  E ∈ SD ∩ SB, adic  E = S

³i µinând cont de (1) ajungem la 4EAC echilateral.
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Problem . 3. Fie a, b, c numere naturale, astfel încât

ab, bc, ca s  �e cuburi perfecte. S  se arate c  ³i a, b, c sunt

de asemenea cuburi perfecte.

Elena Maria Panaitopol, Bucure³ti

Soluµie Not m ab = x3, bc = y3, ca = z3 (x, y, z ∈ N)
. Dup  înmulµire obµinem a2b2c2 = (xyz)3, care conduce la

abc = xyz
√

xyz. Cum a, b ³i c sunt naturale deducem c  xyz

este p trat perfect. Not m xyz = t2 cu t num r natural ³i

vom avea abc = t3. Atunci a =
t3

bc
=

t3

y3 =

(
t

y

)3

, b =

(
t

z

)3

³i c =

(
t

x

)3

, care sunt cuburi perfecte.

R mâne s  vedem dac  sunt ³i numere naturale.

Cum abc se divide cu ab, înseamn  c  t3 se divide cu x3,

a³adar t se divide cu x ³i prin urmare c este num r natural.

Analog ³i y, respectiv z îl divid pe t, adic  ³i a, respectiv

b sunt de asemenea numere naturale.
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Problem . Demonstraµi c , �ind dat un num r întreg

strict pozitiv n, num rul
1

n
are o reprezentare �nit  în baza

de numeraµie 60 dac  ³i numai dac  n = 2i3j5k, pentru ni³te
întregi i, j, k ≥ 0.

* * *

Soluµie. Este acela³i principiu de demonstraµie ca ³i

pentru baza 10, unde singurele fracµii
1

n
care au o reprezentare

�nit  sunt cele pentru care n = 2i5j, pentru ni³te întregi
i, j ≥ 0.

Una dintre implicaµii este imediat . Fie m = max{i, j, k};

atunci
1

n
=

1

2i3j5k
=

2m−i3m−j5m−k

60m
(consider m ³i n > 1).

Num rul N = 2m−i3m−j5m−k are o reprezentare unic  în baza
60, de forma N = a1 · 60m1 + a2 · 60m2 + · · ·+ a` · 60m`, unde
m > m1 > m2 > · · · > m` ≥ 0 ³i 0 ≤ at < 60 pentru toµi 1 ≤
t ≤ `. Rezult 

1

n
= a` ·60m`−m+· · ·+a2 ·60m2−m+a1 ·60m1−m,

ceea ce dorim.
Pe de alt  parte, dac  exist  un prim p 6= 2, 3, 5 astfel ca

p | n, ³i dac  presupunem
1

n
= a1 · 60−m1 + a2 · 60−m2 + · · ·+

a` · 60−m`, unde 1 < m1 < m2 < · · · < m` ³i 0 ≤ at < 60
pentru toµi 1 ≤ t ≤ `, aducând la acela³i numitor obµinem un
numitor format numai din divizori primi ai lui 60, adic  2, 3
³i 5, la diverse puteri, contradicµie.

1


