BAREM DE NOTARE
Problema 1. Fie o grimadi formatd din cel putin 2010 monede
(fiecare avand ca valoare un numar intreg de bani), cu suma valorilor tu-
turor monezilor 4018 bani. Sa se demonstreze cd putem impérti monedele in
doud gramezi, ambele avand aceeagi suma.

Barem:

Fie 1 < a9 < ... < x, valorile celor n monezi (n > 2010). Evident
z1 > 051z, <4018 1p

Calculam sumele:

Sl =

So =x1 4+ 9

Spn=x1+ 29+ ... + 2 1p

Impartim cu rest cele n sume la 2009 1p

Avem mdcar o sumd in plus (n > 2010) fatd de numaérul posibil de
resturi, deci doua resturi sunt egale 2p

Existd i < j cu S; = S (mod 2009), de unde

Sj - Si=xip1+ ...+ Tj = M09 1p

0< Sj —.5; < 4018, deci Sj —.5; = 2009 1p



BAREM DE NOTARE
Problema 2. Fie ABCD un tetraedru, 14, Ig, Ic respectiv Ip centrele
cercurilor inscrise in triunghiurile BCD, DC'A, BD A respectiv ABC'. Aratati

ca dreptele Alu, Blg,Clc, DIp sunt concurente dacid si numai dacd AB -
CD=AC-BD = AD - BC.

Barem:
Fie {E} = BI4NCD i E' = AIgNCD.
Este evident cd AIsNBlgp=0 < E =F 2p

Din teorema bisectoarei in triunghiurile AC'D si BC'D rezulta

ED BD . ED AD W .
EC ~ BC ™ EC_ AC P
ED ED BD AD

F =FE & E,C@BC:A—C(conformcul)@

AD-BC =AC-BD (2) 1p
Analog se arata ca AlxaNClc # 0 <AC-BD = AB-CD (3)
BIgNCIo #0 ©BC-DA=AB-CD (4) 1p
Directa.:

AlaNBIgNCIleNDIp # 0 =AB-CD = AC - BD = AD - BC
(conform 2 si 3) 1p
Reciproca:

(2)=AloNBIg #0

(3)=Al4 N CIc # 0

Analog

AI,NDIp #0; BIgNCIc#0; BlIgNDIp #0 ; Clc N DIp # 0

Cum dreptele Al4, BIg,Clo, DIp sunt necoplanare rezultd cid toate
patru sunt concurente 1p



BAREM DE NOTARE
Problema 3. a) Si se arate ca dintre cinci numere naturale oarecare
se pot alege trei cu suma divizibila cu trei.
b) Sa se demonstreze ci oricare 17 numere naturale au proprietatea ca
printre ele gasim 9 cu suma divizibila cu 9.
c) Sa se arate cd numdarul 17 de la punctul b) este cel mai mic cu
proprietatea de mai sus.

Barem:

a) Dacd avem trei resturi egale la impdartirea cu 3, aceste trei numere
vor fi cele alese 1p

Daca nu avem trei resturi egale, folosind principiul cutiei avem un rest
0, un rest 1, un rest 2. Aceste numere vor fi cele alese 1p

b) Impartim in trei grupe de cate cinci numere si din fiecare grupi
extragem cate trei numere cu suma divizibild cu 3 ( conform punctului a) 1p

Ne vor ramane 17 — 9 = 8 numere. Formam incd o grupi de 5 si
extragem trei cu suma divizibila cu 3 1p

In final rdmane o grupi de cinci numere si extragem trei dintre ele cu
suma divizibild cu 3. Avem cinci grupe de céte trei numere cu suma divizibild

cu 3. 1p
Rationand ca la punctul (a) (dar relativ la impartirea cu 9) obtinem
cerinta 1p
C) Un exemplu este 9k1,9ks,...,9ks,901 + 1,915 + 1,...,9lg + 1 1p



