
Problema 1. Fie (an)n≥1 o progresie aritmetică de numere naturale, cu
raţia nenulă şi relativ primă cu primul termen. Ştiind că c.m.m.d.c.(ai, aj) =
1 implică c.m.m.d.c.(i, j) = 1, să se demonstreze că an = n pentru orice
n ≥ 1.

R. Popescu

Soluţia. Avem an = a1 + (n− 1)r. Să presupunem acum că a1− r = t 6= 0.
Există un număr prim p > |t|, deci p - t. Avem ap = t + pr şi a2p = t + 2pr.
Fie (ap, a2p) = d. Vom demonstra că d = 1, şi atunci (p, 2p) = 1, absurd,
prin urmare t = 0, deci a1 = r, şi cum (a1, r) = 1, rezultă a1 = r = 1 şi deci
an = n.

Din d | ap şi d | a2p rezultă d | a2p−ap = pr, deci şi d | ap−pr = t = a1−r.
Fie (r, d) = e; atunci e | a1, deci e | (a1, r) = 1, aşadar e(r, d) = 1. Prin
urmare d | p, şi dacă d = p, atunci p | t, fals, deci d = 1. �
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Problema 2. Fie σ(·) : N∗ → N∗ funcţia care asociază fiecărui ı̂ntreg pozitiv

x suma divizorilor săi pozitivi σ(x) =
∑
d|x

d (de exemplu σ(6) = 6+3+2+1

şi σ(8) = 8+4+2+1). Găsiţi toate numerele prime p astfel ı̂ncât p | σ(p−1).
S. Tringali

Soluţia. Scriem factorizarea canonică p− 1 =

s∏
i=1

qαi
i (cu p ≥ 3, căci p = 2

nu verifică). Folosim cunoscuta formulă σ(p − 1) =
s∏
i=1

αi∑
j=0

qji . Deoarece

p | σ(p − 1), urmează că există k astfel ı̂ncât p |
αk∑
j=0

qjk.
1 Notăm q = qk,

α = αk, şi P =
∏
i 6=k

qαi
i . Atunci Pqα+1 = p |

α∑
j=0

qj = qα+
qα − 1

q − 1
≤ 2qα−1.

Aceasta implică P = 1, şi mai departe, qα + 1 =
α∑
j=0

qj , deci α = 1 şi deci

p = q + 1. Deoarece ambele p şi q sunt prime, rezultă p = 3 , care verifică.

�

1De fapt acest lucru este posibil numai dacă k este indexul celui mai mare prim care
divide p− 1, dar acest lucru este irelevant pentru cele ce urmează.
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Problema 3. Fie a, b, c numere reale strict pozitive. Demonstraţi inegali-
tatea

a + b + c ≤ bc

b + c
+

ca

c + a
+

ab

a + b
+

1

2

(
bc

a
+

ca

b
+

ab

c

)
.

D. Grinberg

Soluţia. Avem E :=
1

2

∑ bc

a
− 1

2

∑
a =

1

4abc

∑
a2(b − c)2 ≥ 0 şi F :=∑ bc

b + c
− 1

2

∑
a = −1

4

∑ (b− c)2

b + c
≤ 0. Rămâne să demonstrăm E+F ≥

0.

Dar aceasta se scrie ca
∑

Sa(b − c)2 ≥ 0, unde Sa :=
1

4

(
a

bc
− 1

b + c

)
şi celelalte la fel, şi astfel metoda S.O.S.1 va funcţiona. Într-adevăr, să pre-

supunem a ≥ b ≥ c > 0. Atunci Sb =
1

4

(
b

ca
− 1

c + a

)
=

a(b− c) + bc

4ca(c + a)
>

0. De asemenea, Sa =
1

4

(
a

bc
− 1

b + c

)
=

ab + (a− b)c

4bc(b + c)
> 0, deci Sb +

Sa > 0. Finalmente, Sb + Sc =
1

4

(
b

ca
− 1

c + a

)
+

1

4

(
c

ab
− 1

a + b

)
=

a2(b− c)2 + b3(c + a) + c3(a + b)

4abc(c + a)(a + b)
> 0.

Punând totul laolaltă, din Sb > 0 şi deoarece (c−a)2 ≥ (a− b)2 + (b− c)2

(echivalent cu (a − b)(b − c) ≥ 0), avem Sa(b − c)2 + Sb(c − a)2 + Sc(a −
b)2 ≥ (Sb + Sa)(b − c)2 + (Sb + Sc)(a − b)2 ≥ 0 (deoarece Sb + Sa > 0 şi
Sb+Sc > 0), şi astfel inegalitatea este demonstrată (cu caz de egalitate doar
pentru a = b = c). �

Soluţie Alternativă 1. Fie a = yz, b = zx şi c = xy, unde x, y, z sunt
numere realle pozitive. Inegalitatea devine

1

2
(x2 + y2 + z2) + xyz

(
1

y + z
+

1

z + x
+

1

x + y

)
≥ xy + yz + zx.

Din inegalitatea Cauchy-Schwarz avem

1

y + z
+

1

z + x
+

1

x + y
≥ 9

2(x + y + z)
,

şi deci este suficient să demonstrăm că

x2 + y2 + z2 +
9xyz

x + y + z
≥ 2(xy + yz + zx),

ceea ce revine la inegalitatea Schur.

1Vezi http://www.mathlinks.ro/viewtopic.php?t=80127 pentru o prezentare detal-
iată a metodei S.O.S.
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