
Problema 1. Demonstraţi că nu poate exista o mulţime finită B de numere
naturale, cu mai mult de două elemente, astfel ı̂ncât

b+ b′ |
∑
x∈B

x pentru orice b, b′ ∈ B, b 6= b′.

(suma a oricare două elemente diferite din B să dividă suma tuturor ele-
mentelor lui B)

Meci Ungaria-Israel

Soluţia. Pentru |B| > 2 nu putem avea b+ b′ |
∑
x∈B

x pentru toţi b 6= b′ ∈ B.

Fie 0 ≤ b1 < b2 < · · · < bn elementele lui B; atunci

n− 1 >
σ(B)

b1 + bn
>

σ(B)

b2 + bn
> · · · > σ(B)

bn−1 + bn
≥ 1,

imposibil, căci fiecare dintre cele n−1 numere
σ(B)

bi + bn
trebuie să fie un ı̂ntreg

strict pozitiv. �
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Problema 2. Demonstraţi că orice polinom P (x) cu coeficienţi reali se
poate scrie

P (x) =
∑
i∈I

Qi(x)3

ca sumă de un număr finit de cuburi de polinoame Qi(x) cu coeficienţi reali.
D. Schwarz

Soluţia. Avem 6x = (x+ 1)3 + (x−1)3 + (−x)3 + (−x)3 şi 6x2 = (1 +x)3 +
(1 − x)3 + (−1)3 + (−1)3. Dar orice număr real r este cub r = ( 3

√
r)3, ı̂n

timp ce x3k = (xk)3, x3k+1 = (xk)3x, x3k+2 = (xk)3x2, pentru orice k ı̂ntreg
pozitiv. Rezultă că orice monom rxm este sumă de cuburi de polinoame cu
coeficienţi reali, de unde concluzia. �
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Problema 3. Date fiind numerele ı̂ntregi strict pozitive n şi k, demonstraţi
că ecuaţia diofantică

n∏
i=1

xi = k
n∑

i=1

xi

are cel mult un număr finit de soluţii cu xi numere ı̂ntregi pozitive.
***

Soluţia. Să presupunem 1 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn. Atunci

1

k
=

n∑
i=1

1∏
j 6=i xj

≤ n∏n−1
i=1 xi

, deci

n−1∏
i=1

xi ≤ nk.

Prin urmare 1 ≤ xi ≤ nk, 1 ≤ i ≤ n− 1. Deoarece xn este unic determinat,
concluzia urmează. �
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