
Problema 1. Notăm cu S(x) suma cifrelor reprezentării zecimale a numărului
ı̂ntreg pozitiv x. Pentru k un ı̂ntreg pozitiv fixat, definim şirul (xn)n≥1 prin
x1 = 1 şi xn+1 = S(kxn) pentu toţi n ı̂ntregi pozitivi. Demonstraţi că

xn < 27
√
k pentu toţi n ı̂ntregi pozitivi.
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Soluţia. Când x are s+1 cifre zecimale, S(x) ≤ 9(s+1) şi 10s ≤ x < 10s+1.

Dar s + 1 ≤ 10s/3 (uşor de demonstrat prin simplă inducţie, pentru toţi

s ≥ 0), deci s + 1 ≤ 10s/3 ≤ x1/3, aşadar S(x) ≤ 9x1/3.

Acum, x1 = 1, x2 = S(kx1) = S(k) ≤ 9k1/3, x3 = S(kx2) ≤ 9(kx2)
1/3 ≤

9k1/3(91/3k1/9) = 91+1/3k1/3+1/9, şi, prin simplă inducţie,

xn ≤ 91+1/3+···+1/3n−2
k1/3+1/9+···+1/3n−1

.
Deoarece 1/3+· · ·+1/3n < 1/3(1−1/3) = 1/2, rezultă că xn < 93/2k1/2 =

27
√
k. �
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Problema 2. Hexagonul convex ABCDEF este ı̂nscris ı̂ntr-un cerc. Arătaţi
că dacă

AB · CF = 2BC · FA, CD · EB = 2BE ·BC şi EF ·AD = 2FA ·DE,

atunci dreptele AD, BE şi CF sunt concurente.
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Soluţia. Considerăm o inversiune care trimite ABCDEF ı̂n A′B′C ′D′E′F ′,
astfel ı̂ncât4D′E′F ′ să fie echilateral (este uşor de văzut că, fiind date două
triunghiuri ı̂n plan, există o inversiune care trimite primul triunghi ı̂ntr-unul
asemenea cu cel de-al doilea).

Să observăm că (folosind asemănări de triunghiuri) pentru orice patru
puncte K,L,M,N ı̂n plan, orice inversiune păstrează raportul

(KL/LM) : (KN/NM).

Prin urmare, noul hexagon are proprietăţile din enunţ ale lui ABCDEF .
Fie P , Q şi R mijloacele arcelor B′D′, D′F ′ şi F ′A′ respectiv. Când un

punct variabil X parcurge arcul B′D′ de la B′ la D′, raportul B′X/XD′

creşte, şi acelaşi argument se aplică arcului D′F ′. Astfel, dacă C ′ se află (de
exemplu) ı̂n interiorul arcului B′D′, atunci raţia (B′P/PD′) : (B′Q/QD′)
conduce la faptul că punctul C ′ se află ı̂n interiorul arcului D′Q.

Folosind celelalte două condiţii ı̂n mod analog, obţinem pe rând că A′ se
află ı̂n interiorul arcului B′R şi C ′ se află ı̂n interiorul arcului B′Q. Prin
urmare C ′ ≡ Q. Analog avem E′ ≡ R şi A′ ≡ P . Atunci hexagonul
A′B′C ′D′E′F ′ este regulat, deci, ı̂n particular, diagonalele lui principale
sunt concurente.

Rămâne de văzut că inversiunea noastră păstrează această concurenţă.
Într-adevăr, fie O centrul inversiunii, fie I centrul cercului circumscris lui
ABCDEF , de rază r, şi fie I ′ un punct pe OI astfel ca OI ·II ′ = r2. Atunci
I ′ este al doilea punct de intersecţie al cercurilor circumscrise triunghiurilor
4OA′D′, 4OB′E′ şi 4OC ′F ′. Preimaginile acestor cercuri sunt dreptele
AD, BE şi CF respectiv, iar preimaginea lui I ′ este punctul de intersecţie
al acestor drepte. �
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Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex, şi P un punct ı̂n interiorul
său, astfel ı̂ncât proiecţiile punctului P pe laturile patrulaterului sunt situate
pe un cerc de centru O. Demonstraţi că punctul O este situat pe dreapta
care uneşte mijloacele diagonalelor AC şi BD.
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Soluţia. Vom considera doar cazul când proiecţiile se află ı̂n interiorul
laturilor lui ABCD, iar O este interior lui ABCD (celelalte cazuri sunt
analoge). Este suficient să arătăm că SOAB + SOCD = 1

2SABCD.

Într-adevăr, fie X intersecţia lui AB cu CD, şi fie M şi N punctele de
pe semidreptele XA, respectiv XD, atfel ı̂ncât XM = AB şi XN = CD.
Atunci, pentru un punct arbitrar Y , vom avea SABY + SCDY = SXMY +
SXNY = SXMN + SMNY , deci locul geometric al punctelor Y pentru care
SABY + SCDY este constant, este acelaşi cu locul geometric al punctelor
Y pentru care SMNY este constant – şi anume o dreaptă paralelă la MN .
Deoarece mijloacele segmentelor AC şi BD satisfac ı̂n mod evident SABY +
SCDY = 1

2SABCD, obţinem rezultatul dorit.
Fie proiecţiile lui P pe AB, BC, etc. respectiv A1, B1, etc., şi fie Q

simetricul lui P faţă de O. Fie şi celelalte puncte de intersecţie ale cercului
cu AB, BC, etc. respectiv A2, B2, etc. Acum, dacă A′ este proiecţia lui
Q pe AB, atunci proiecţia lui O pe AB este mijlocul segmentului A1A2

(deoarece este o coardă a cercului), şi de asemenea mijlocul segmentului
A1A

′, deci A2, B2, etc. sunt proiecţiile lui Q pe laturile lui ABCD.
Deoarece SOAB = 1

2(SAPB + SAQB) şi SOCD = 1
2(SCPD + SCQD), este

suficient să demonstrăm că SAPB + SAQB + SCPD + SCQD = SBPC +
SBQC + SDPA + SDQA. Aceasta se obţine prin adunarea a opt egalităţi
analoge cu SPAA2 = SQAD1 (deoarece SPAB = SPAA2 + SPA2B, SQAD =
SQAD1 + SQDD1 , şi aşa mai departe). Atunci egalitatea se obţine după
cum urmează SPAA2 = SQAD1 ⇐⇒ PA1 · AA2 = QD2 · AD1 ⇐⇒
PA1/AD1 = QD2/AA2 care provine din AD2QA2 ∼ AA1PD1 (deoarece
∠QD2A = 90◦ = ∠PA1A, ∠QA2A = 90◦ = ∠PD1A, ∠D2AA2 = ∠A1AD1

şi AD2/AA2 = AA1/AD1 (AD2 · AD1 = AA1 · AA2, din puterea punctului
de intersecţie a două drepte secante la un cerc). �
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