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Problema 1. Pentru doua numere naturale m si n, aratati ca numarul 5™ + 5"
se scrie ca suma de doua patrate perfecte daca si numai daca m — n este par.

Vasile Zidaru, Olimpiada Nationala de Matematica, 2003

Solutie:

e Aratam mai intai ca daca numarul 5™ + 5" se scrie ca suméa de doua patrate
perfecte atunci m si n au aceeasi paritate.

Presupunand contrariul, anume ca unul dintre numere este par iar celalalt impar,
am obtine un numar de forma 52 + 5%+ care s-ar scrie ca suma de doua patrate.
Evident, acest numar fiind par, el s-ar scrie fie ca suma patratelor a doua numere
pare, fie ca suma patratelor a doua numere impare. In primul caz suma ar fi un
multiplu de 4. In cazul al doilea, deoarece patratul unui numar impar, 2m + 1,
este 4m(m + 1) + 1, adicad un numar care da rest 1 la impartirea cu 8 (numarul
m(m + 1) este mereu par), s-ar obtine un numar care da restul 2 la impartirea cu
8. Prin urmare, daca o suma de doua patrate este un numar par, acesta poate da
unul din resturile 0, 2 sau 4 la impartirea cu 8.

Dar 5%% = 25 = (24 + 1)* = (Mg + 1)k = Mg+ 1¥ = Mg + 1, iar 5%+1 =5.25/ =
5-(24+ 1)) = 5(Mg + 1) = Mg + 5, prin urmare 5% + 5%+ = Mg + 6, ceea ce
contrazice presupunerea facuta.

e Aratam acum ca daca m si n au aceeasi paritate, atunci 5™ + 5" se scrie ca o
suma de doua patrate perfecte.

Daca m si n sunt pare, atunci 5™ si 5" sunt patrate perfecte, deci concluzia este
evidenta.

Daca m si n sunt impare, m = 2a+ 1, n = 2b+ 1 cu a,b € N, atunci 5" + 5" =
5(52a+52b> — (1+4)(52a+52b) — (52a+4_5a_5b+4‘52b)+(4‘52a_4'5a‘5b+52b) —
(5% +2-5%)2 + (252 — 5°)2 deci 5™ + 5" se scrie ca o suma de doud patrate, anume
cele ale numerelor naturale 5% + 2 - 5° si |2 - 52 — 5°|.

Remarca:
Scrierea ca suma de patrate rezulta dintr-o identitate cunoscuta, identitatea lui
Lagrange:

(a® +b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?.

Problema 2. Fie a,b, ¢ trei numere naturale astfel incat a® +b = c® + c.
Demonstrati ca a < b.

Solutie:

Presupunem, prin absurd, ci numerele naturale a,b, ¢ satisfac a®> +b = ¢ + ¢ i
a > b.

Atunci 2 4+ ¢ = a® + b < a®> + a. Dacd am avea a < ¢, ar rezulta a®> < ¢? si apoi
a? 4+ a < ¢ + ¢, ceea ce ar contrazice ¢2 4+ ¢ < a? + a. Asadar, trebuie ca a > c,
adicd @ > ¢+ 1. Dar atunci a®> +b > (c+ 1) +0=c*+2c+ 1 > ¢* + ¢, ceea ce
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contrazice egalitatea a? +b = c? + c.
Astfel, am ajuns la o contradictie, ceea ce arata ca presupunerea de la care am
pornit este falsa, deci ca a < b.

Problema 3. Fie AH; si BH, doua dintre inaltimile triunghiului ascutitunghic
ABC, D proiectia lui H; pe AC, E proiectia lui D pe AB si F intersectia dreptelor
DE si AH,. Demonstrati ca HoF' || BC.

Concursul Sharygin, 2016

Solutie:
Fie H ortocentrul triunghiului ABC'. Din teorema lui Thales rezulta ca

AF AF AH AD AH, AH,
AH, ~ AH AH,  AC AD ~ AC"

Din reciproca teoremei lui Thales rezulta acum concluzia.
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Problema 4. Aratati ca, oricum am alege 20 numere din multimea {1, 2, 3,...,30},

putem gasi printre acestea doua al caror produs este patrat perfect.
Dorin Marghidanu

Solutie:

Grupam numerele formand submultimile: M; = {1,4,9,16,25}, M, = {2,818},
M; = {3,12,27}, My = {5,20}, M5 = {6,24}, My = {7,28}, M, = {10}, Mg =
{11}, My = {13}, Mo = {14}, M1y = {15}, Mo = {17}, My3 = {19}, My4 = {21},
M5 = {22}, My = {23}, M7 = {26}, Mys = {29}, M9 = {30}.

Conform principiului cutiei, fiind doar 19 multimi, doua dintre cele 20 de numere
alese se vor regasi intr-o aceeasi submultime. Produsul acestora doua este patrat
perfect.



