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Problema 1. Determinati toate numerele naturale n care au cel putin patru
divizori naturali gi care sunt egale cu suma patratelor celor mai mici patru divizori
naturali ai lor.

Olimpiada Iran, 1999

Solutie:

Fie n un numar cu proprietatea din enunt si 1 = dy < dy < d3 < d4 cei mai mici
patru divizori naturali ai sai. Daca n este impar, di,ds, ds, dy sunt impare, deci
n = di + d3 + d% + d} este par, contradictie. Asadar dy = 2. Deoarece un patrat
perfect da restul 0 sau 1 la impartirea cu 4, daca 4 | n atunci d3 = 4 sau d3 = 3
i dy = 4 dar in niciunul din cazuri nu obtinem n = d3 + d3 + d3 + d3 divizibil
cu 4. Rezulta ca 4 nu divide n. Atunci cei mai mici patru divizori ai sai sunt fie
1,2, p,q unde p, ¢ sunt doua numere prime distincte, fie 1,2, p, 2p. In primul caz
n = d? + d3 + d3 + d3 este impar, ceea ce nu convine. Radmane cazul al doilea, in
caren = 1+4+p?+4p* = 5(1+p?), deci 5 | p. Deducem ca ds € {3,5}. In primul
caz, n = 1+ 2% + 32 + 62 nu este divizibil cu 3, deci acest caz nu convine. Daca
ds = 5, atunci n = 1 + 22 + 52 + 102 = 130 ai carui cei mai mici patru divizori
naturali sunt intr-adevar 1, 2, 5 si 10.

Problema 2. Demonstrati ca, pentru orice numere reale x,y, z si orice numere
pozitive a, b, ¢, are loc dubla inegalitate

x_2+y_2+z_2>1 (2x—|—y)2+ (2y+z)2+ (22 + x)? - (x+y+z)2.
2a+b 2b+c 2c+a a+b+c

a b c 3

Cand au loc egalitatile in cele doua inegalitati?

Solutie:
2 2 2 9 2
Conform inegalitatii din materialul teoretic, avem T + T + v > M,
a a b 2a + b
2 2 2 9 2 2 2 2 9 2
v + v + > M iz + = + > m Adunandu-le si impartind

b b c 2b+c§c c a ~ 2c+a
cu 3 obtinem inegalitatea din stanga.

x z
Egalitatea are loc atunci cand — = % =—.
a c

Tot conform inegalitatii prezentate in materialul teoretic,

(2z+1y)? N (2y+2)? N (2z+x)? - ((2x+y)+(2y+z)+(22+x))2 _ 9(z+y—+2)?
2a+b 20+ ¢ 2c+a ~ (2a+b)+(2b+c)+(2c+a)  3la+b+c)
de unde, impartind cu 3, obtinem inegalitatea din dreapta.

. C2r+y 2tz 224w
Egalitate avem daca = = .
2a+b  2b+c¢c  2c+a

Daca notam cu k valoarea comuna a acestor fractii, avem 2z + y = k(2a + b),
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2y+z = k(2b+c¢), 2z+x = k(2c+a) care, adunate, implica 3(z+y+2) = 3k(a+b+c),

adicad x +y+ z = k(a+ b+ ¢). Scazand prima egalitate din ultima obtinuta, avem

z —x = k(c—a). Aceasta, adunata cu 2z + x = k(2c + a) implica z = ke. Analog
z

x
se obtine ca x = ka si y = kb, adica egalitatea are loc daca — = % = —.
a c

Problema 3. Se considera piramida regulata VABCD cu varful in V, in care
masura unghiului format de doua muchii laterale opuse este de 45°. Punctele M,
N gi P sunt respectiv: proiectia punctului A pe dreapta VC, simetricul punctului
M in raport cu planul (V BD) si simetricul punctului N in raport cu centrul, O,
al bazei piramidei.

a) Aratati ca poliedrul M DN BP este piramida regulata.

b) Determinati masura unghiului dintre dreapta DN si planul (ABC).

Mircea Fianu, Olimpiada Judeteana de Matematica, 2002

Solutie: (preluata din Gazeta Matematica)
a) Deoarece simetricul segmentului [C'V] fatd de planul (VBD) este segmentul
[AV], deducem ca N € AV i VN =V M. In plus, OM = ON.
In triunghiul dreptunghic AMC, [MO] este mediana, de unde MO = AO = CO
si apoi

NO = OB. (1)

Triunghiul OMC este isoscel, deci AMOC ~ AAVC = m(m) = m(A/V\C') =

45°, conform ipotezei.



Deducem ca m(m)\A) = 45° i m(m) = 90°, adica
MO L NO. (2)

Conform ipotezei, segmentul [N P] are mijlocul O, ca si [BD]; rezulta ca NBPD
este paralelogram.

Cum BD 1 (VAC), rezulta BD L NO si, utilizand (1), obtinem ca NBPD
este patrat. Mai mult, BD 1 MO si din (2) rezulta ca MO L (NBPD), adica
MN BPD este piramida regulata.

b) Fie S proiectia punctului N pe planul bazei (ABCD); S € AO. Deoarece
m(NOA) = 45°, rezulta ca AN SO este dreptunghic isoscel, de unde NS = Nk
Pe de alta parte, NO = OD si NO L OD, deci ND = NOV/?2.

~_No

. == NS A 1 R v W
Atunci sin(NDS) = ND ~ \VaNO 2 deci m(NDS) = 30°.

Deoarece unghiul format de dreapta ND si planul (ABC) este @, problema
este rezolvata: masura unghiului cerut este de 30°.




Problema 4. Numerele naturale de la 1 la n sunt scrise pe cate un cartonas.
Cartonagele se afla pe o masa, cu fata in sus. Ana si Bogdan joaca urmatorul joc:
mai intai Ana ia unul din cartonasele de pe masa. Apoi, Bogdan ia de pe masa doua
cartonase pe care sunt scrise doud numere consecutive. Urmeaza Ana care ia de
pe masa trei cartonase pe care sunt scrise trei numere consecutive. In fine, Bogdan
ia de pe masa patru cartonase pe care sunt scrise patru numere consecutive. Care
este cea mai mica valoare a numarului natural n pentru care Bogdan isi poate
asigura efectuarea ambelor sale mutari?

Concursul Baltic Way, 2018

Solutie:

Raspunsul este n = 14.

Mai intai, sa demonstram ca daca n < 13, Ana il poate impiedica pe Bogdan sa
efectueze cea de-a doua sa mutare. Daca n < 10 este evident ca nu se pot lua
1424344 = 10 cartonage de pe masa. Daca n > 10, Ana ia mai intai cartonasgul
cu numarul 4.

Daca n = 10 sau n = 11, la a doua ei mutare, Ana face in asa fel incat numarul
8 sa fie luat. Daca l-a luat Bogdan, el nu mai are o a doua mutare. Daca nu l-a
luat, Ana poate lua 6, 7, 8 sau 8, 9, 10.

Daca n = 12, la a doua ei mutare, Ana face in aga fel incat numerele 8 si 9 sa fie
luate. Daca le-a luat Bogdan pe amandoua, el nu mai are o a doua mutare. Daca
Bogdan a luat 7, 8, Ana ia 9, 10, 11, iar daca Bogdan a luat 9, 10, Ana ia 6, 7, 8.
Daca Bogdan a lasat numerele 8, 9 pe masa, Ana poate lua 7, 8, 9 sau 8, 9, 10.
Oricum ar fi, lui Bogdan nu 1i raman patru numere consecutive pe masa.

Daca n = 13, la a doua ei mutare, Ana face in asa fel incat numerele 8, 9 si 10
sa fie luate. Daca Bogdan a luat zero, una sau doua dintre ele, Ana le ia pe cele
ramase (daca Bogdan a luat 9, 10, ea poate lua 11, 12, 13), iar lui Bogdan nu ii
raman patru numere consecutive pe masa.

Sa aratam acum ca, daca n = 14, Bogdan isi poate asigura efectuarea ambelor sale
mutari. El foloseste urmatoarea strategie. Fie k numarul sters de Ana la prima ei
mutare. Datorita simetriei, putem presupune k£ < 7. Daca k > 5, Bogdan sterge
13 si 14 si vor ramane doua intervale de lungime 4: de la 1 la 4 i de la 9 la 12.
Ana nu le poate strica pe amandoua, iar Bogdan va putea lua numerele de la 1 la
4 sau pe cele de la 9 la 12.

Daca insa k < 4, Bogdan poate sterge, de exemplu, 9 si 10 ramanand cu doua
intervale de lungime 4: de la 5 la 8 gi de la 11 la 14. Din nou, Ana nu le poate
strica pe amandoua; Bogdan va putea muta in intervalul lasat de Ana.



