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Problema 1. Fie S multimea numerelor mai mari ca 10 care au numai cifre din
multimea {1,3,7,9}. (Cifrele se pot si repeta.) Aratati ca orice element al lui S
are un factor prim mai mare ca 10.

Olimpiada Iberoamericana, 1999
Solutie:
Evident, niciun numar din S nu este divizibil nici cu 2, nici cu 5. Sa demonstram
ca nu este posibil ca singurii factori primi ai unui numar din S sa fie 3 gi/sau 7.
Atunci va rezulta ca orice numar din S are un factor prim mai mare ca 10.
Observatia esentials este ca orice numar de forma 3% - 77, k,j € N, are penul-
tima cifra para, deci nu apartine lui S. Afirmatia precedenta revine la a arata
ca numerele de forma 3% - 77 dau unul din resturile 1,3,7,9 la impértirea cu 20.
Sa observam ca daca inmultim doua numere de forma 20k +r cu r € {1,3,7,9},
obtinem tot un numir de aceasti forma. Intr-adevir, (20k, 4 r1)(20ky + r5) =
400k1 ko + 20k179 + 20kory + rire = 20(20k1 ko + kyre + kory) + r179. Ne convingem
ugor ca produsul oricarora doua dintre numerele 1,3, 7,9, nu neaparat diferite, are
penultima cifra para (sau inexistenta), adica este un numar de forma 20k + r, cu
r€{1,3,7,9}. Cu aceasta, afirmatia este probata.

Problema 2. Determinati valorile numarului natural n > 2 pentru care exista
numere intregi x1, zq, ..., x, astfel incat sa aiba loc simultan relatiile:

23+ 23 4 50 = 1621 + 1229, 23+ 23 + 50 = 1629 + 1273, ...,
22+ a2 +50 = 16x,_1 + 12z, si 22 + 23 4+ 50 = 162, + 122;.

Olimpiada Polonia, 1999

Solutie: Rescriem ecuatia 22+y*+50 = 162412y sub forma (z—8)*+(y—6)? = 50.
Singurele solutii intregi ale acesteia sunt (7,—1), (7,13), (9,—1), (9,13), (3,1),
(3,11), (13,1), (13,11), (1,5), (1,7), (15,5) si (15,7). Astfel, fiecare pereche
(i, 2;+1) (unde z, 41 = x1) trebuie sa fie una dintre cele de mai sus. Asta inseamna
ca x; trebuie sa fie un numar care apare atat pe post de prima componenta a
unei perechi, cat si pe post de cea de-a doua componenta a unei perechi. Agadar
x; € {1,7,13}. In plus, se vede ca daca, de exemplu, x; = 1, atunci trebuie ca
Tit1 = 1, izo = 13, z;43 = 1 s.a.m.d., adica numerele trebuie sa se repete din
trei in trei. Acest lucru este posibil numai daca n este divizibil cu 3. Asadar, este
necesar ca n sa fie multiplu de 3.

Pe de alta parte, daca n este multiplu de 3, exista numere care sa satisfaca relatiile
date, de exemplu numerele x3, = 1, 311 = 7, T3r12 = 13, V2, deci conditia ca n
sa fie multiplu de 3 este si suficienta.

In concluzie, raspunsul este: orice n € N* multiplu de 3.
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Problema 3. Fie ABC un triunghi echilateral si H un punct arbitrar al segmen-
tului (BC), diferit de mijlocul acestuia. Notam cu E acel punct al semidreptei [AB
care satisface conditille BE = BH, B € (AFE) si cu F acel punct al semidreptei
[AC care satisface conditiile CF = CH, C € (AF). Aratati ca dreapta BC' este
dreapta lui Euler a triunghiului AEF.

Mihai Miculita
Solutie:
Fie M mijlocul lui (BC) si O simetricul lui H fata de M. Vom demonstra ca H
este ortocentrul, iar O centrul cercului circumscris triunghiului AEF. Va rezulta
ca dreapta HO, adica BC, este dreapta lui Euler a triunghiului AEF.
e H este ortocentrul AAEF.
Triunghiurile BEH si CFH sunt isoscele, cu masura unghiului din varf de 120°,
deci m(<«BFEH = 30°), ceea ce implica EH 1 AF i analog FH | AE, deci H
este ortocentrul A AEF.
e O este centrul cercului circumscris AAEF.
Avem EB = FEH = CO si BO = CH = CF, deci triunghiurile FBO si OC'F sunt
congruente (L.U.L.), prin urmare OF = OF, adica punctul O se gaseste pe medi-
atoarea laturii [F'F]. Daca notam cu O’ centrul cercului circumscris triunghiului
AEF, se stie ca m(<FAO') = m(<«FAH) = 90° — m(<AFE) (intr-un triunghi,
semidreptele (AH si (AO" sunt izogonale fata de laturile triunghiului). Dar si
<FAO = <FAH (din constructie, triunghiurile ABO si ACH fiind congruente).
Asadar, O’ apartine atat semidreptei (AO cat si mediatoarei lui [FF]. Cum AO
nu este perpendiculara pe EF'F', aceste doua drepte se intersecteaza intr-un singur
punct. Ori punctul O se afla pe ambele drepte, deci O" = O.
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Problema 4. La o petrecere, un participant este numit ,,timid” daca el sau ea
cunoagte cel mult trei dintre ceilalti participanti. Aratati ca daca fiecare participant
cunoaste cel putin trei timizi, atunci toti participantii sunt timizi. Ce valori posibile
poate lua numarul participantilor la aceasta petrecere? (Se considera ca daca un
participant A il cunoagte pe B, atunci si B il cunoaste pe A.)

Concursul KoMalL, 1998

Solutie:

Fiecare timid cunoaste exact 3 timizi i niciun netimid. Asadar, timizii nu cunosc
netimizi, prin urmare nu exista netimizi. Sunt cel putin 4 timizi. Fie n numarul
participantilor la petrecere. Fiecare timid cunoaste 3, deci sunt 3n cunostinte; dar
ele sunt reciproce deci fiecare este numarata de doua ori. Rezulta ca 3n trebuie sa
fie numar par, adica n trebuie sa fie par.

Reciproc, pentru orice n > 4 par, exista astfel de petreceri: 1i dispunem pe
participanti pe un cerc, in varfurile unui poligon regulat cu n laturi gi spunem
ca fiecare participant igi cunoagte vecinii gi diametral opusul. (Diametral opusul
este tot un varf al poligonului regulat deoarece acesta are un numar par de laturi.)



