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Problema 1. Fie a si b doua numere naturale nenule cu proprietatea ca ab divide
a® + b2, Aratati cd a = b.

Solutia 1:

Fie d = (a,b) si z,y € N astfel incat a = dx, b = dy. Atunci (z,y) = 1, iar conditia
din enunt revine la zy divide 22 + y?. Asadar x divide 2? 4+ 9? si, cum z divide
si 22, rezulta ca x divide si diferenta, adica pe y2. Dar (z,y) = 1 implicd atunci
x = 1. Analog se aratia cd y = 1, deci a = b = d, adicd numerele a si b sunt egale.

Solutia 2:

Presupunem ci existd a si b diferite pentru care ab divide a? + b.

Daca a = 1, atunci din b divide b? + 1 rezulta b divide 1, deci b = 1 = a. Analog
daca b= 1.

Daca a,b > 1 gi a # b, atunci existd un factor prim p care apare la exponenti
diferiti in descompunerile in factori primi ale lui a si b. Daca a = p"-x cun,x € N,
(x,p) =1gib=p"-ycun,x €N, (x,p) = 1, atunci exponentul lui p in de-
scompunerea in factori primi a lui ab este m + n, in timp ce exponentul lui p
in descompunerea lui a? + b* este min{2m, 2n}. Din conditia ab | a® + b* rezulta
m +n < min{2m, 2n}, ceea ce nu este posibil decat daca m = n.

Problema 2.

a) Aratati ca daca a,b,c > 1, atunci a + b+ ¢ + 3abc > 2(ab + bc + ca). Cand are
loc egalitatea?

b) Aratati cd daca a, b, c € [0, 1], atunci a + b+ ¢ + 3abe > 2(ab + bc + ca). Cand
are loc egalitatea?

c¢) Este adevirat ca a + b+ ¢+ 3abe > 2(ab + be + ca), pentru orice a,b,c > 07

Solutie: Inegalitatea din enunt se poate scrie echivalent
alb—1)(c—=1)+blc—1)(a—1)4+cla—1)(b—1) > 0.

a) Daca a, b, c > 1, fiecare termen din membrul stang al inegalititii de mai sus este
mai mare sau egal cu 0 ca produs de trei numere nenegative. Egalitate avem daca
fiecare termen este 0, adicd, a, b, ¢ fiind nenule, dacd (a—1)(b—1) = (b—1)(c—1) =
(¢ —1)(a — 1) = 0. Aceastd conditie se realizeazd dacd gi numai dacd doua dintre
numerele a, b, c sunt egale cu 1, iar cel de-al treilea este orice numar mai mare sau
egal cu 1.

b) Daca a, b, c € [0, 1], fiecare termen este mai mare sau egal cu 0 ca produs de trei
numere, unul > 0, celelalte doua < 0. Egalitate avem daca fiecare termen este 0,
adica dacd c(a —1)(b—1) =a(b—1)(c—1) = b(c — 1)(a — 1) = 0. Dacé niciunul
din numere nu este egal cu 1, atunci trebuie ca a = b = ¢ = 0, iar daca méacar unul
din numerele a, b, ¢ este egal cu 1, sd zicem a, atunci trebuie ca (b—1)(c—1) =0,
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deci trebuie ca inca unul din numere sa fie egal cu 1. Prin urmare, egalitate avem
daca a = b = ¢ = 0 sau daca doud dintre numerele a, b, c sunt egale cu 1, iar cel
de-al treilea este orice numar din [0, 1].

¢) Inegalitatea nu este adevirata pentru orice a, b, ¢ > 0. De exemplu, pentru a = 0,
b=c=2earevine la 4 > 8, prin urmare nu este indeplinita.

Problema 3.
Fie ABC un triunghi de arie 1. Notam cu M piciorul perpendicularei din B pe
bisectoarea unghiului C'. Determinati aria triunghiului AMC.

Olimpiada de geometrie 1. F. Sharygin”, 2009

Solutia 1: (oficiald) Paralela prin B la AC' intersecteaza bisectoarea unghiului C'
in punctul N. Cum <BNC = <ACN = <BCN, triunghiul BCN este isoscel,
iar [BM] este mediand in acest triunghi. Atunci A yc = %AANC = %-AABC = %
(Triunghiurile ANC si ABC' sunt echivalente deoarece au aceeasi baza, [AC], iar
indltimile corespunzatoare acesteia sunt congruente pentru ca BN || AC.)

A

Solutia 2:

Daca { K} = BMNAC, atunci in triunghiul BCK segmentul [C'M] va fi bisectoare
si inaltime, deci i mediand. Asadar M este mijlocul lui [BK], astfel ca Apyc =
Agve st Apva = Agara. Prin adunare obtinem cd Aane = Apye + Aua =
Aspc — Aamc, de unde Aype = %AABC = %
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Solutia 3: (0 a doua solutie oficiald, mai scurtd, dar care depagegte nivelul clasei
a VIl-a)

Cum Asyc = %AC-CMSiH% si CM = BC cos %, avem Ao = %AC-BC sin %
cos$ = 1AC - BCsinC = t Aupe = 3.

T4

Problema 4. Un patrat 3 x 3 este impartit in noua patratele 1 x 1. Fie M multimea
centrelor acestor noua patratele.
a) Aridtati ci exista 6 pitrate care au toate varfurile in multimea M.
b) Pe fiecare punct din multimea M se scrie unul din numerele de la 1 la 9 astfel
incat fiecare numir sa fie folosit exact o data si, pentru fiecare din cele gsase patrate
care au varfurile in M, suma numerelor scrise pe cele patru varfuri ale sale si fie
aceeagi.
In cate moduri se poate se poate face etichetarea varfurilor ca si fie indeplinite
conditiile de mai sus?

Olimpiadd Rusta, 1998

Solutie:

a) Notand centrele pitratelor formate cu A, B, A9 1 B 1 C
C, D, E, F, G, H, I ca in figura alaturati, se 5 BN 7
formeazid urmatoarele 6 patrate: ABED, BCFFE,

DEHG, EFIH, ACIG si BFHD. ¢ [ ha "

b) Notand cu a, b, ¢, d, e, f, g, h,i numerele scrise pe punctele A, B,C, D, E, F,G, H,
respectiv [ gi cu s valoarea comuna a sumei numerelor din varfurile fiecaruia din cele
sase patrate, avem {a,b,c,de, f, g, h,i} ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} sia+b+e+d=
b+c+f+e=d+et+h+g=e+f+i+h=a+c+i+g=b+f+h+d=s.
Atuncids = (a+b+e+d)+ (b+c+ f+e)+(d+e+h+g)+(e+f+i+h)=
(a+c+i+g)+2(b+f+h+d) +4e=3s+e,de unde s = 4e.

Pe de alta parte, 45 = a+b+c+d+e+ f+g+h+i = (a+ct+itg)+(b+f+h+d)+e =
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s+s+e=4e+4e+e =9¢e, de unde e =5 si s = 20.

Deoarece 5 este in centru, 1 si 5 vor face parte dintr-un acelasi patrat. Tmpreuné
cu ele trebuie s apard doui numere (diferite de ele i diferite intre ele) care au
suma 14. Acestea nu pot fi decat 8 si 6, deci 1 i 5 fac parte (impreunia) dintr-un
singur patrat, prin urmare 1 trebuie sa se afle intr-un colt, iar 6 i 8 trebuie si fie
in patratele vecine respectivului colt. Similar, 9 trebuie sa se afle intr-un colt: cu 5
si 9 intr-un acelagi patrat trebuie sa se mai afle numerele 2 gi 4. Prin urmare, langa
9 trebuie sa stea numerele 2 si 4, prin urmare 9 trebuie sa stea in coltul opus lui
1. In fine, fata de diagonala 1 — 5 — 9, numerele 4 si 6 trebuie si se afle de parti
diferite (altfel in coltul patratului in care se afld deja 4, 5 si 6 ar trebui pus din
nou 5). In concluzie, coltul in care se afla numirul 1 poate fi ales in 4 moduri, apoi
partea diagonalei de care se afli numerele 4 si 2 (si deci gi 8) poate fi aleasa in
doud moduri, prin urmare sunt 8 etichetari posibile ale elementelor lui S.



