Problema sdptamanii 148

In plan se consideri un sistem de coordonate zOy. Un punct din plan se numeste
punct laticial daca are ambele coordonate intregi. Fiind datd o multime finita S
de puncte laticiale, efectuim in mod repetat urméitoarea operatie: dacd A, B sunt
puncte laticiale diferite din .S, iar C, D sunt doud puncte laticiale diferite care nu
sunt in S si pentru care AC'BD este un paralelogram in care AB > C'D, inlocuim
A, B cu C, D. Aratati ca se pot efectua numai un numar finit de asemenea operatii.
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Solutia 1: Vom demonstra ca la fiecare operatia, suma patratelor distantelor de
la punctul O la punctele multimii S se micgoreazid. Un gir de numere naturale nu
poate descreste decat de un numar finit de ori.

Dacid notam cu M centrul paralelogramului ACBD, avem, din formula medi-
anei, 4OM? = 2(OA? + OB?) — AB? = 2(0C? + OD?*) — CD?. (Aceasta for-
muld ramane valida si in cazul unui triunghi degenerat.) Cum AB > C'D, rezulta
OA? +0OB? > OC? +0OD?. Suma patratelor distantelor de la O la celelalte puncte
din S nu se schimba, deci, prin inlocuirea punctelor A, B cu C, D, suma pétratelor
distantelor scade.

Solutia 2: Vom demonstra ca la fiecare operatia, suma patratelor distantelor din-
tre doud puncte ale multimii S se micgoreazi. Un gir de numere naturale nu poate
descreste decat de un numir finit de ori.

Dacad notam cu M centrul paralelogramului ACBD si cu P un punct din S, al-
2(PA*+ PB?) — AB*>

tul decat A si B, avem, din formula medianei, PM? = 1
2(PC? + PD?) — CD?

( i 1 ) . Cum AB > CD, rezultd ca PA? + PB?> > PC? + PD*
De asemenea, AB? > C'D?. Suma patratelor distantelor dintre celelalte puncte din
S nu se schimba, deci, prin inlocuirea punctelor A, B cu C, D, suma pitratelor
distantelor scade.

Remarca: (loana Stanoiu)

Operatia descrisa in enuntul problemei nu modifica centrul de greutate al sistemu-
lui de puncte din S.

Problema deschisa: (loana Stanoiu)

Care sunt multimile S de n elemente pentru care nu se mai pot face operatii?

Problem of the week no. 148

Call a point in the Cartesian plane with integer coordinates a lattice point. Given
a finite set S of lattice points we repeatedly perform the following operation: given
two distinct lattice points A, B in S and two distinct lattice points C, D not in
S such that ACBD is a parallelogram with AB > C'D, we replace A, B by C, D.
Show that only finitely many such operations can be performed.
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A solution can be found on page 4 here.
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