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Problema 1. Fie n un numér natural nenul §i M = {n3 n®+1, n®>+2, ... n3+n}.
Fie A si B doua submultimi nevide, disjuncte, ale lui M. Demonstrati ca daca
suma elementelor multimii A divide suma elementelor multimii B, atunci cardi-
nalul multimii A divide cardinalul multimii B.

(Cardinalul unei multimi finite este numéarul elementelor respectivei multimi.)

Solutie: Fie A = {n®*+ni,n3+ny, ..., n3+n.}, B = {n®>+my,n*+my,... , n3+my}

si k € N astfel incat (n®>+mq+n3+mo+...+n3+my) = k(n®+ny+nd+no+.. .+
n®+n,). Atunci n®(ka —b) = my +ma+...+my — k(ny +ny+ ... +n,). Pentru
inceput sa demonstram ca daca n > 1 atunci k < n+1 (deci k < n). Presupunand
k> n+1, amavea n®+1+n3+2+...4+n3+n > (n3+my+nd+mo+...+n3+my) >

1
(n+1)(n*+n1+n+ns+...+n’+n,) > (n+1)n?, adica nﬂ—@ > n?(n+1).

Ar rezulta 2n® +n + 1 > 2n3 4 2n?, contradictie.

Pentru n = 1 afirmatia din enunt este evidenta, singura posibilitate de a alege
multimile fiind A = {1}, B = {2}.

Asadar, pentrun > 1 avem k < n gi atunci my+mo+. . .+mp—k(ni+na+...+n,) <

n(n+1) 3
mi+mo+...+my <14+24+...+n=——><nsimy+mo+...+mp—k(n,+
n?(n+1
No+...+ny) > —n(ny+na+...4+n,) > —n(14+2+...4n) = —% > —nd.

Rezultd asadar cd —n?® < n®(ka — b) < n3, deci ca ka — b = 0 ceea ce arata ci a
divide b.

Problema 2. Dac# z,y,z sunt numere reale astfel incat z? + y? + 22 = 2,
demonstrati ca x +y + z < xyz + 2.

Solutia 1:

Avem 22y < 22 +y? < 2?2 +9y* + 22 = 2, deci vy < 1 si analoagele. De aseme-
nea, (z +y)> = 22+ 9> +2 < 4, deci x +y < |z + y| < 2 si analoagele. Daci
printre numerele x, y, z exista cel putin unul negativ, sa zicem z, atunci z +y < 2
si z < zyz implica prin adunare concluzia. Egalitate avem daca x = y = 1, dar
atunci conditia din enunt revine la z = 0.

Daca z,y,z € [0,1], atunci z(1 —zy) < 1 — a2y < 2 — x — y (ultima inegalitate
revine la (1 —z)(1 —y) > 0). Egalitate, in acest caz, avem daca v =y = 1gi z = 0.
Daca vreunul dintre z,y, z este mai mare ca 1, atunci acesta este unic (din cauza



relatiei din enunt). Sa zicem ca z,y € [0,1), z > 1. Atunci (1 —z)(1 —y)(z—1) >
0 zyz+2>ay+yz+z2e+3—(x+y+2) >z +y+ 2z, ultima inegalitate fiind
2@y +yz+za)+6=(@+y+2)?+4>4(z+y+2).

Alt mod de a trata cazul z > 1. Din inegalitatea dintre media aritmetica si cea
patraticd avem (z+y)+2z < \/2[(x + )2 + 22] = \/2(2 4+ 22y) = 2¢/1 - (1 +2y) <
1+ (1+2y) =242y <2+ 2yz.

Solutia 2: Cu inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz avem
(z+y+z—ayz)? = ((z+y) +2(1 - a:y))2 < ((z+y)?+22) 1+ (1 —ay)?) =

(24-22y) (2—2zy+2%y?) = 4+22%y*(vy—1) < 4 deoarece avem r+y < 2si zy < 1.

Problema 3. Dreapta d este tangenta cercului circumscris triunghiului ascutitun-
ghic scalen ABC' in punctul B. Fie K proiectia ortocentrului, H, al triunghiului
ABC pe dreapta d, iar L mijlocul laturii [AC]. Demonstrati ca triunghiul BKL
este isoscel.

Solutia 1:

Sa presupunem ca AB < BC, celalalt caz fiind analog. Daca A’ si C' sunt pi-
cioarele naltimilor din A, respectiv C', atunci punctele A, C’, K se afla pe cercul
de diametru [AH]. $i patrulaterul ACA’C” este inscriptibil (in cercul de diametru
[AC]), deci m(<BC'A") = m(<C) = m(<KBA), deci BKC'A’ este un trapez
inscriptibil, deci un trapez isoscel. Rezulta ca C'K = A'B ¢i m(<KC'A") =
m(<BA'C") = m(<A).

Pe de alta parte, [C"L] si [A’L] sunt mediane in triunghiurile dreptunghice ACC’,
respectiv ACA’, deci C'L = A'L = BTC. Atunci <LC'A' = <LA'C’, deci <LC'K =
<LA'B, prin urmare triunghiurile LC'K gi LA’B sunt congruente (LUL), de unde
concluzia.
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Solutia 2:

Presupunem ca AB < BC, celalalt caz fiind analog. Fie O centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC' ¢i T mijlocul segmentului [BH]. Se stie ca BT LO este
paralelogram (avem LO || BH, BH = 2Rcos B, LO = Rcos B, unde R este raza
cercului circumscris), deci L se afla pe dreapta suport a liniei mijlocii a trapezului
KHOB, adica pe mediatoarea lui [K B].

Problema 4. In fiecare patrat unitate al unei table n x n, n > 11, se scrie cate
un numar real astfel incat suma numerelor din orice patrat 10 x 10 sa fie pozitiva
si suma numerelor din orice patrat 11 x 11 sa fie negativa. Pentru ce valori ale lui
n este posibil acest lucru?

Solutie:

Pentru n < 19 este posibil. Scriem 100 in patratul din mijloc (sau unul din cele
4 patrate din mijloc daca n este par) si —1 in rest. Patratul in care am scris 100
face parte din orice patrat 10 x 10 si 11 x 11, deci suma numerelor din orice patrat
10 x 10 este 1, iar din orice patrat 11 x 11 este —20.

Pentru n = 20 nu este posibil. Sunt 112 patrate 10 x 10 si 10? patrate 11 x 11.
Daca facem suma numerelor din fiecare patrat 10 x 10 si apoi suma acestor sume,
ar trebui sa obtinem un numar pozitiv. Analog, daca facem suma numerelor din
fiecare patrat 11 x 11 si apoi suma acestor sume, ar trebui sa obtinem un numar
negativ. Dar cele doua sume coincid. Etichetand fiecare linie gi fiecare coloana
cu 7 respectiv j dupa a cata este de la margine (liniile si coloanele sunt etichetate
1,2,3,...,9,10,10,9,...,2, 1) atunci orice numar etichetat (7, j) intra in i-j patrate
10 x 10 si la fel de multe patrate 1 x 11, deci cele doua sume coincid.

Nici pentru n > 20 nu este posibil. Este suficient sa ne uitam la un sub-patrat
20 x 20 si sa folosim argumentul de mai sus ca sa ne convingem.



