Olimpiada Nationala de Matematica
Primul baraj pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru Juniori,
Deva, 25 aprilie 2019

Problema 1. Fie n un numar natural nenul dat. Determinati toti divizorii (pozitivi)
d ai lui 3n? pentru care n? + d este patrat perfect.

Cristinel Mortici

Solutia 1:

Daca d divide 3n?, atunci exista k,m € N astfel incat 3n? = d - k si n? + d = m?. Atunci
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n? = % = m?, deci (mk)? = n?(k*+3k). De aici deducem ca k*+ 3k este patrat perfect.

Dar k* < k* + 3k < (k +2)?, deci k* + 3k = (k + 1)?, de unde k = 1 si d = 3n?.
Reciproc, pentru d = 3n? avem ca n? + d = (2n)? este intr-adevar patrat perfect.
Solutia 2:

Fie d un divizor al lui 3n? pentru care n? +d = m?. Atuncim > nsgid= (m—n)(m+n).
Daca notam cu D = (m,n) atunci exista a,b € N astfel ca m = Da, n = Db, cu a > b,
(a,b) = 1. Atunci conditia (m —n)(m+n) | 3n? devine (a —b)(a+0b) | 3b%. Dar (a,b) =1
implica (a + b,b) = 1 i (a — b,b) = 1, deci (a — b)(a +b) | 3. Cazul (a —b)(a+0b) =1
conduce laa —b=a+b =1, deci la b = 0, ceea ce nu convine. Ramane ca a —b = 1,
a+b=3,decia=2, b=1, adicdi m = 2n. De aici rezultd d = (2n)* — n? = 3n>.

Problema 2. Aflati valoarea maxima pe care o ia expresia

a+b
(4a® + 3)(4b + 3)

E(a,b) =

atunci cand a, b € R.
Marius Stanean

Solutia 1: .

1
Vom arata ca valoarea maxima este 6’ valoare care se atinge pentru a = b = 3

1
Inegalitatea F(a,b) < T este echivalenta cu 16(a + b) < (4a® + 3)(4b* + 3), inegalitate

care se poate scrie (4dab—1)2+4(a+b—1)*+2(2a — 1)+ 2(2b—1)? > 0 i este, ca atare,
evidenta.

Remarci: Inegalitatea 16(a + b) < (4a” + 3)(4b? + 3) se poate rescrie a?(16b* + 12) —
16a + (120> — 16b+9) > 0, Va, b € R si se poate demonstra privind expresia de mai sus
ca pe o functie de gradul al doilea in a.



Solutia 2:

1 1
Vom arata ca valoarea maxima este 6 valoare care se atinge pentru a = b = 3
1 b)?

Avem a + b < % (echivalentd cu (a +b—1)* > 0).
Din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz avem (4a”+3)(4b*+3) = (4a®+1+2)(1+

40 +2) > (2a + 2b + 2)2.
Combinand cele dou inegalitdti de mai sus si folosind c& (4a® + 3)(4b? + 3) > 0, obtinem
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a+b < (a+b+1) < (a+b+1)* 1

(402 + 3) (402 +3) ~ 4(4a2 +3)(402 +3) ~ 4(2a+2b+2)2 16

Problema 3. Fie ABC un triunghi, I centrul cercului sau inscris, D punctul de
contact al cercului inscris cu latura BC, iar E piciorul bisectoarei din A. Daca M este
mijlocul arcului BC' care il contine pe A al cercului circumscris triunghiului ABC' si
{F} = DINAM, demonstrati ca dreapta M I trece prin mijlocul segmentului [E'F].

Alexandru Girban

Solutie:

Se gtie ca bisectoarea unghiului A intersecteazi cercul circumscris in mijlocul arcului
BC' care nu contine punctul A. Notam acest punct cu S. Atunci M S este mediatoarea
segmentului [BC|, deci MS || ID (ambele sunt perpendiculare pe BC'). De asemenea,
LASC = ZABC i /SAC = /BAF arata ca triunghiurile SAC si BAFE sunt asemenea.

. AB AS . . . AB Al L -
Deducem ca BE — SO Din teorema bisectoarei, BE — IR Se stie ca ST = SC
JAS  AS AM

(rezulta dintr-un calcul de unghiuri in triu;llfhiul j ]\C;[ ). Atunci SC - S - ME Com-

binand egalitatile de mai sus rezulta ca TE = UF In fine, din teorema lui Menelaus
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aplicata pentru triunghiul AEF taiat de transversala I — X — M (unde {X} = IMNEF)

lt“AI EX MF—l'fl'd litat denta, obti 5 2 =1,d
rezu a]E ~F A si, folosind egalitatea precedenta, obtinem ca ~F b e

unde concluzia.

Problema 4. Ana si Bogdan joaca urmatorul joc: la Inceput, pe masa se afla o
gramada formata din n (n > 3) pietricele. Cei doi jucatori muta alternativ, prima mutand
Ana. La o mutare, jucatorul aflat la mutare imparte una din gramezile de pietricele aflate
pe masa in doua gramezi mai mici, nu neaparat egale. Castiga jucatorul care, prin mu-
tarea sa, face ca toate gramezile aflate pe masa sa contina cel mult doua pietricele.

In functie de valorile lui n, stabiliti care din cei doi jucatori are strategie castigatoare.

Solutia 1:
Ana cagtiga daca n = 3 sau daca n este par; Bogdan castiga daca n > 3 este impar.
Daca n este impar, n > 3, strategia lui Bogdan este urmatoarea: el lasa mereu pe masa
numai gramezi cu un numar impar de pietricele. Atunci, inclusiv la prima ei mutare, Ana
va Imparti o asemenea gramada in doua, una avand un numar par de pietricele, cealalta
un numar impar. Bogdan va imparti gramada cu un numar par in doua gramezi cu un
numar impar de pietricele.
Bogdan va proceda conform acestei strategii pana cand ajunge la mutare intr-una din
situatiile:
A: pe masa se afla o gramada cu 4 pietricele si restul cu una, caz in care Bogdan castiga
impartind gramada de 4 in doua de 2,
B: pe masa se afla o gramada de 3, una de 2, restul de 1, caz in care Bogdan castiga
impartind gramada de 3 intr-una de 2 si una de 1.
Daca n = 3 sau n = 4 este evident ca Ana castiga.
Daca n > 6 este par, Ana imparte gramada de pe masa intr-una de 1 si una de n — 1.
Cum n — 1 > 5 este impar, primul jucator (care este de-acum Bogdan), va pierde.

Solutia 2:
Ana cagtiga daca n = 3 sau daca n este par; Bogdan castiga daca n > 3 este impar.
Este evident ca pentru n = 3 castiga Ana.
Daca n > 3 este par, Ana imparte gramada in doua gramezi egale, apoi copiaza mutarile
facute de Bogdan asupra uneia din gramezi (sau pe gramajoarele provenite din aceasta)
pe cealalta gramada. Daca Bogdan mai are de transformat gramezi mai mari in unele
de marime 1 sau 2, atunci si Ana are de facut acelasi lucru in jumatatea cealalta, deci
Bogdan nu a castigat cu niciuna din mutarile sale.
Pentru n > 3 impar castiga Bogdan. lata cum:
Demonstram afirmatia prin inductie. Pentru n = 5 este usor de vazut ca Bogdan castiga.
Fie acum n > 5 impar. Presupunem ca pentru orice m impar, 5 < m < n, castiga Bogdan.
Demonstram ca Bogdan castiga si daca se pleaca de la n pietricele.
Ana va lasa la prima ei mutare doua gramezi, de marimi a si b, cu a < b (a + b = n este



impar).

Daca b — a # 3, Bogdan va lasa 3 gramezi, de marimi a, a si b — a. De aici inainte,
daca Ana muta ceva intr-una din gramezile de marime a, Bogdan face aceeasi mutare in
cealalta gramada de marime a. Daca Ana muta in gramada de marime b — a, la fel face
Bogdan. Vom demonstra ca daca Ana a avut mutare, atunci si Bogdan are mutare. Daca
ultima mutare se face in zona de pietricele provenind din gramada de marime b— a, atunci
inseamna ca in zona pietricelelor provenind din cele doua gramezi egale s-a mutat numai
in oglinda. Ignorand mutarile facute in aceasta zona, jocul revine la un joc pe gramada
de marime m = b — a, joc pe care, conform ipotezei de inductie, 1l castiga Bogdan. Daca
ultima mutare s-a facut in zona provenind din cele doua gramezi egale, inseamna ca ea a
fost facuta de Bogdan.

Cata vreme jocul nu s-a incheiat in zona gramezilor egale, se mai pot face mutari in
gramada de marime b — a si dupa ce toate gramezile de aici au cel mult doua pietricele.
In gramada de marime b — a se pot face in total b — a — 1 mutari (fiecare mutare creste
cu 1 numarul gramezilor). Dar b — a — 1 este par, deci ultima mutare din aceasta zona va
fi facuta de Bogdan, iar de aici el poate imita mutarile Anei in zona gramezilor egale.
Daca b — a = 3, Bogdan imparte gramada para in doua jumatati egale si procedeaza ca
mai sus (se obtin doua gramezi egale si o a treia de marime impara, diferita de 3). Sigura
exceptie este n = 9, a = 3, b = 6. In acest caz, Bogdan lasa 3 gramezi de 3, dar in
continuare nu va mai adopta strategia de a copia mutarile Anei intr-o alta gramada, ci va
muta In aceeasi gramada in care a mutat gi Ana (impartind o gramada de 2 in doua de
1). El valasa 1,1,1,3,3 gi orice ar muta Ana, Bogdan va castiga la urmatoarea mutare.



