Problema saptaméanii 135

Ana gi Bogdan joacd un joc. La inceput, Ana scrie pe tabld un numar natural
nenul. Apoi, jucatorii muta alternativ, Bogdan mutamd primul. La fiecare mutare
a sa, Bogdan inlocuieste numirul n de pe tabla cu un numir de forma n — a?, unde
a este un numéar natural nenul. La fiecare mutare a ei, Ana inlocuiegte numarul n
de pe tabla cu un numar de forma n*, unde k este un numar natural nenul. Bogdan
castiga daca numirul de pe tabld devine 0. Il poate Ana impiedica pe Bogdan si
cagtige?

Mazim Didin (Rusia), Romanian Masters of Mathematics, 2019

Va sfiatuiesc sa cititi Solutia oficiald gi remarcile de dupa (in limba engleza).

Esentialmente, sunt doua linii care duc la rezolvare:

1. Bogdan poate diminua partea liberd de patrate a numairului de pe tabli, iar Ana
nu il poate creste.

2. Daca numarul de pe tabla se scrie ca o suma de patrate, Bogdan poate diminua
numirul de patrate, in timp ce Ana nu il poate creste.

Solutia oficiala: (pe ideea 1)
Raspunsul este negativ. Pentru un numar natural nenul n, definim partea sa libera
de patrate (square-free part), S(n), ca fiind cel mai mic numir natural nenul a

n
pentru care — este patrat perfect. Cu alte cuvinte, S(n) este produsul tuturor
a

factorilor primi care apar la putere impard in descompunerea in factori primi a
lui n. (Dacd n este patrat perfect, atunci S(n) = 1 si convenim ca S(0) = 0.) In
continuare, aratam ca:

(i) la fiecare mutare a ei, Ana nu poate méri partea libera de patrate gi

(ii) la fiecare mutare a sa, Bogdan poate inlocui numérul natural n de pe tabla cu
un numir natural k cu S(k) < S(n).

Astfel, daca jocul incepe cu un numir natural nenul N, Bogdan poate castiga din
cel mult S(N) mutari.

Partea (i) este evidenta, deoarece definitia partii libere de patrate implica S(n*) =
S(n) daca k este impar si S(n*¥) =1 < S(n) daca k este par, oricare ar fi numarul
natural nenul n.

Partea (ii) este de asemenea ugoard: dacd, inaintea mutarii lui Bogdan, pe tabla
este scris numarul n = S(n) - b%, atunci Bogdan il poate inlocui cu n’ = n — b? =

(S(n) — 1)b%, unde S(n') < S(n) — 1.

Solutia 2: (David Andrei Anghel), variantd a celei de mai sus

Vom demonstra cd Bogdan poate mereu sa castige.

Pentru inceput, observim ca daca, la un moment dat, pe tabla este scris numarul z,
iar Ana il ridica la puterea 2y, cu y € N*, atunci Bogdan va scadea (z¥)? obtinand
0 si cagtigand.

Vom presupune, asadar, ci Ana va ridica mereu numerele la o putere impara.
Vom arata cd Bogdan poate face o serie de m mutdri prin care sd cagtige, unde
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m este primul numir ales de Ana. Mai precis, vom arata cd Bogdan poate face o
serie de m mutiri astfel incat, Vp € {1,2,...,m}, dupd mutarea numérul p a lui
Bogdan, numirul rimas si fie de forma (m—p)-k?, cu k € N*, facand demonstratia
prin inductie simpla dupa p.

Pentru p = 1 afirmatia este adevarata deoarece Bogdan scade 12

Presupunem afirmatia adevarata pentru un ¢ € {1,2,...,m — 1} si o demonstram
adevarata pentru q + 1.

Fie (m — ¢) - 2 numarul ramas dupa operatia cu numarul ¢ a lui Bogdan. Fie

[(m —q) -EZ]QQH, cu a € N, numarul rdmas dupa mutarea Anei. Atunci Bogdan

scade numarul [(m — ¢)? - 62‘”1]2; pe tabla ramane numarul [(m — q) - 62]2a+1 —

[(m—q)*- 2] - [((m—q)*- (2+!] 2. (m —q—1) si demonstratia este incheiata.
Dar dupa a m-a mutare a lui Bogdan, pe tabla rdmane un numaéar de forma
(m—m)-22=0.

Comentariu: Seamina cu solutia 1, dar in solutia lui David nu conteazd daca
m — p este sau nu liber de patrate.

Solutia 3: (ideea 2)

Daca la vreuna din mutarile ei, Ana alege un exponent par, Bogdan poate castiga
direct scazand patratul perfect lasat de Ana.

Sa presupunuem cd Ana alege mereu un exponent impar.

Numadrul initial, n, poate fi scris ca o suméa de n patrate perfecte (toate egale cu
1).

Strategia lui Bogdan este aceea de a diminua numarul de patrate din scrierea
numirului de pe tabla ca suma de patrate. Astfel, dacid Ana ii lasd o suma de k
patrate, el va scadea pur gi simplu unul dintre ele lasand pe tablid o suma de & — 1
patrate.

Ridicand numairul de pe tabla la o putere impars, Ana nu poate miri numéarul de
pitrate din reprezentarea numarului de pe tabla: daca ea primeste n = a? + a3 +
...+ a? si ridica acest numar la o putere impara 25 + 1, noul numér poate fi scris
(a3 +ad+...+a}) ! = a)>+ (0 - a)? + ...+ (0 - ax)? Bogdan scade
(n? - ay)? i micgoreaza numarul de patrate cu 1, pana cand numarul de pe tabla va
fi un patrat perfect. Atunci Ana va ldsa la randul ei un patrat perfect, iar Bogdan
va cagtiga.

Remarca: $i aici se poate introduce P(n), cel mai mic numéir natural a pentru
care n poate fi scris ca suma de a patrate perfecte si observa ci Ana nu cregte P(n)
in timp ce Bogdan poate diminua la fiecare mutare P(n). Dar nu este esential ca
numarul de patrate cu care se lucreaza sa fie cel minimal.

Solutia 4: (avansata)

Folosim teoremele de mai jos:

(Teorema celor 4 pitrate a lui Lagrange) Orice numar natural poate fi scris ca
sumi de patru patrate perfecte.



(Teorema celor 3 patrate a lui Legendre) Un numér natural poate fi scris ca suma
de trei patrate perfecte dacd gi numai daca el nu este de forma 4%(8b + 7), cu
a,beN.

(Teorema sumei de doud patrate) Un numar natural se scrie ca suma de doud
pitrate daca si numai daca in descompunerea sa in factori primi nu apare niciun
numir prim de forma 4k + 3 ridicat la o putere impara.

Daci la vreuna din mutarile ei, Ana alege un exponent par, Bogdan poate cagtiga
direct scazand patratul perfect lisat de Ana.

Sa presupunuem cd Ana alege mereu un exponent impar.

Mai intai, Bogdan scrie numirul lisat de Ana ca o sumi de patru patrate si scade
unul dintre ele.

Daci la vreuna din mutarile ei, Ana lasd o sumi de trei patrate, Bogdan scade unul
din ele si o lasd pe Ana cu o suméa de doud patrate. Din identitatea lui Lagrange
sau din teorema privitoare la suma de doud pitrate rezultd ca, orice ar face Ana,
numarul ldsat de ea se va scrie ca o suma de doud patrate. Atunci Bogdan va
sciddea unul dintre ele lasandu-i Anei un patrat perfect. Ana va ldsa atunci tot un
patrat perfect, iar Bogdan va cagtiga.

Agadar, Ana trebuie si lase mereu un numir de forma 4%(8b+ 7). Dar atunci Bog-
dan poate sciadea 4%, lasand-o pe Ana cu 22%71(4b + 3). Pentru a transforma acest
numir din nou intr-unul de forma 4%(8b + 7), ea trebuie s facd exponentul lui 2
par, dar asta inseamna sa ridice numéarul lasat de Bogdan la o putere para si deci
infrangere imediata.

Bogdan poate sciadea si 4°T1 lasand Anei 4%(8b + 3). Ridicat la o putere impara,
acest numar va fi tot de forma 4% (86 + 3).

Problem of the week no. 135

Amy and Bob play a game. At the beginning, Amy writes down a positive integer
on the board. Then the players take moves in turn, Bob moving first. On any move
of his, Bob replaces the number n on the board with a number of the form n — a2,
where a is a positive integer. On any move of hers, Amy replaces the number n on
the blackboard with a number of the form n*, where k is a positive integer. Bob

wins if the number on the board becomes zero. Can Amy prevent Bob’s win?
Mazim Didin (Russia), Romanian Masters of Mathematics, 2019

See the (Official solution and the Remarks.

Solution:

If on any of her moves Amy selects an even integer, Bob can win right away by
subtracting the perfect square left by Amy.

Let us assume that Amy always chooses an odd integer.

The initial integer, n, can be written as a sum of n perfect squares (all equal to 1).
If Amy leaves a sum of k squares, Bob’s strategy will be to subtract one of them
and to diminish the number of squares.
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Lifting to an odd number, Amy can not increase the number of squares in the repre-
sentation of the number on the board: if she receives n = a? +a3+...+aj and lifts
it to an odd power, 25 + 1, the new number can be written (a+a3+...+a2)¥ " =
(n? - ay)?+ (0 - ag)?+ ...+ (n? - ax)?. Bob subtracts (n’ - a;)? and diminishes the
number of squares by one, until the number on the board becomes a perfect square.
Then Amy will leave a perfect square herself, and Bob will win.

Solution: (advanced)

We use the following theorems:

(Lagrange’s Four Square Theorem) Any number can be written as a sum of the
squares of at most four positive integers.

(Legendre’s Three Square Theorem) A number can be written as a sum of the
squares of at most three positive integers if and only if it is not of the form 4*(8b+7),
with a,b € NU{0}.

(Sum of Two Squares Theorem) An integer greater than one can be written as a
sum of two squares if and only if its prime decomposition contains no prime con-
gruent to 3 (mod 4) raised to an odd power.

If on any of her moves Amy selects an even integer, Bob can win right away by
subtracting the perfect square left by Amy.

Let us assume that Amy always chooses an odd integer.

First, Bob writes the number he receives as a sum of 4 squares and subtracts one
of them.

If Amy ever returns a number that can be written as a sum of three squares, Bob
subtracts one of them leaving Amy with a sum of two squares. From the Lagrange
identity (or the above theorem on the sum of two squares), it follows that the
product of numbers that are sums of two squares is also a number that is a sum of
two squares. Thus Amy will leave a sum of two squares. Bob subtracts one of them,
giving Amy a perfect square. Whatever she does, she returns a perfect square to
Bob who subtracts it and wins.

Thus, Amy must always leave a number of the form 4%(8b+ 7). If she does so, Bob
can simply subtract 4%, leaving Amy with 22471(4b + 3). In order to leave again a
number of the form 4%(8b + 7), she needs to make the exponent of 2 even, but this
means lifting to an even number and instant defeat.

Bob can also subtract 4!, leaving Amy with 4%(8b + 3). Lifting this to an odd
power yields 4% (8’ + 3), which can be written as a sum of three squares.



