
Problema s«pt«m¥nii 135

Ana �si Bogdan joac« un joc. La ��nceput, Ana scrie pe tabl« un num«r natural
nenul. Apoi, juc«torii mut« alternativ, Bogdan mut¥md primul. La fiecare mutare
a sa, Bogdan ��nlocuie�ste num«rul n de pe tabl« cu un num«r de forma n−a2, unde
a este un num«r natural nenul. La fiecare mutare a ei, Ana ��nlocuie�ste num«rul n
de pe tabl« cu un num«r de forma nk, unde k este un num«r natural nenul. Bogdan
c¥�stig« dac« num«rul de pe tabl« devine 0. �Il poate Ana ��mpiedica pe Bogdan s«
c¥�stige?

Maxim Didin (Rusia), Romanian Masters of Mathematics, 2019

V« sf«tuiesc s« citit�i Solut�ia oficial« �si remarcile de dup« (��n limba englez«).

Esent�ialmente, sunt dou« linii care duc la rezolvare:
1. Bogdan poate diminua partea liber« de p«trate a num«rului de pe tabl«, iar Ana
nu ��l poate cre�ste.
2. Dac« num«rul de pe tabl« se scrie ca o sum« de p«trate, Bogdan poate diminua
num«rul de p«trate, ��n timp ce Ana nu ��l poate cre�ste.

Solut�ia oficial«: (pe ideea 1)
R«spunsul este negativ. Pentru un num«r natural nenul n, definim partea sa liber«

de p«trate (square-free part), S(n), ca fiind cel mai mic num«r natural nenul a

pentru care
n

a
este p«trat perfect. Cu alte cuvinte, S(n) este produsul tuturor

factorilor primi care apar la putere impar« ��n descompunerea ��n factori primi a
lui n. (Dac« n este p«trat perfect, atunci S(n) = 1 �si convenim ca S(0) = 0.) �In
continuare, ar«t«m c«:
(i) la fiecare mutare a ei, Ana nu poate m«ri partea liber« de p«trate �si
(ii) la fiecare mutare a sa, Bogdan poate ��nlocui num«rul natural n de pe tabl« cu
un num«r natural k cu S(k) < S(n).
Astfel, dac« jocul ��ncepe cu un num«r natural nenul N , Bogdan poate c¥�stiga din
cel mult S(N) mut«ri.
Partea (i) este evident«, deoarece definit�ia p«rt�ii libere de p«trate implic« S(nk) =
S(n) dac« k este impar �si S(nk) = 1 ≤ S(n) dac« k este par, oricare ar fi num«rul
natural nenul n.
Partea (ii) este de asemenea u�soar«: dac«, ��naintea mut«rii lui Bogdan, pe tabl«
este scris num«rul n = S(n) · b2, atunci Bogdan ��l poate ��nlocui cu n′ = n − b2 =(
S(n)− 1

)
b2, unde S(n′) ≤ S(n)− 1.

Solut�ia 2: (David Andrei Anghel), variant« a celei de mai sus
Vom demonstra c« Bogdan poate mereu s« c¥�stige.
Pentru��nceput, observ«m c« dac«, la un moment dat, pe tabl« este scris num«rul x,
iar Ana ��l ridic« la puterea 2y, cu y ∈ N∗, atunci Bogdan va sc«dea (xy)2 obt�in¥nd
0 �si c¥�stig¥nd.
Vom presupune, a�sadar, c« Ana va ridica mereu numerele la o putere impar«.
Vom ar«ta c« Bogdan poate face o serie de m mut«ri prin care s« c¥�stige, unde
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m este primul num«r ales de Ana. Mai precis, vom ar«ta c« Bogdan poate face o
serie de m mut«ri astfel ��nc¥t, ∀ p ∈ {1, 2, . . . ,m}, dup« mutarea num«rul p a lui
Bogdan, num«rul r«mas s« fie de forma (m−p)·k2, cu k ∈ N∗, f«c¥nd demonstrat�ia
prin induct�ie simpl« dup« p.
Pentru p = 1 afirmat�ia este adev«rat« deoarece Bogdan scade 12.
Presupunem afirmat�ia adev«rat« pentru un q ∈ {1, 2, . . . ,m− 1} �si o demonstr«m
adev«rat« pentru q + 1.
Fie (m − q) · `2 num«rul r«mas dup« operat�ia cu num«rul q a lui Bogdan. Fie[
(m − q) · `2

]2a+1
, cu a ∈ N, num«rul r«mas dup« mutarea Anei. Atunci Bogdan

scade num«rul
[
(m − q)2 · `2a+1

]2
; pe tabl« r«m¥ne num«rul

[
(m − q) · `2

]2a+1 −[
(m− q)a · `2a+1

]2
=

[
(m− q)a · `2a+1

]2 · (m− q− 1) �si demonstrat�ia este ��ncheiat«.

Dar dup« a m-a mutare a lui Bogdan, pe tabl« r«m¥ne un num«r de forma
(m−m) · z2 = 0.

Comentariu: Seam«n« cu solut�ia 1, dar ��n solut�ia lui David nu conteaz« dac«
m− p este sau nu liber de p«trate.

Solut�ia 3: (ideea 2)
Dac« la vreuna din mut«rile ei, Ana alege un exponent par, Bogdan poate c¥�stiga
direct sc«z¥nd p«tratul perfect l«sat de Ana.
S« presupunuem c« Ana alege mereu un exponent impar.
Num«rul init�ial, n, poate fi scris ca o sum« de n p«trate perfecte (toate egale cu
1).
Strategia lui Bogdan este aceea de a diminua num«rul de p«trate din scrierea
num«rului de pe tabl« ca sum« de p«trate. Astfel, dac« Ana ��i las« o sum« de k
p«trate, el va sc«dea pur �si simplu unul dintre ele l«s¥nd pe tabl« o sum« de k− 1
p«trate.
Ridic¥nd num«rul de pe tabl« la o putere impar«, Ana nu poate m«ri num«rul de
p«trate din reprezentarea num«rului de pe tabl«: dac« ea prime�ste n = a21 + a22 +
. . .+ a2k �si ridic« acest num«r la o putere impar« 2j + 1, noul num«r poate fi scris
(a21 + a22 + . . . + a2k)

2j+1 = (nj · a1)2 + (nj · a2)2 + . . . + (nj · ak)2. Bogdan scade
(nj ·ak)2 �si mic�soreaz« num«rul de p«trate cu 1, p¥n« c¥nd num«rul de pe tabl« va
fi un p«trat perfect. Atunci Ana va l«sa la r¥ndul ei un p«trat perfect, iar Bogdan
va c¥�stiga.

Remarc«: S�i aici se poate introduce P (n), cel mai mic num«r natural a pentru
care n poate fi scris ca sum« de a p«trate perfecte �si observa c« Ana nu cre�ste P (n)
��n timp ce Bogdan poate diminua la fiecare mutare P (n). Dar nu este esent�ial ca
num«rul de p«trate cu care se lucreaz« s« fie cel minimal.

Solut�ia 4: (avansat«)
Folosim teoremele de mai jos:
(Teorema celor 4 p«trate a lui Lagrange) Orice num«r natural poate fi scris ca
sum« de patru p«trate perfecte.
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(Teorema celor 3 p«trate a lui Legendre) Un num«r natural poate fi scris ca sum«
de trei p«trate perfecte dac« �si numai dac« el nu este de forma 4a(8b + 7), cu
a, b ∈ N.
(Teorema sumei de dou« p«trate) Un num«r natural se scrie ca sum« de dou«
p«trate dac« �si numai dac« ��n descompunerea sa ��n factori primi nu apare niciun
num«r prim de forma 4k + 3 ridicat la o putere impar«.

Dac« la vreuna din mut«rile ei, Ana alege un exponent par, Bogdan poate c¥�stiga
direct sc«z¥nd p«tratul perfect l«sat de Ana.
S« presupunuem c« Ana alege mereu un exponent impar.
Mai ��nt¥i, Bogdan scrie num«rul l«sat de Ana ca o sum« de patru p«trate �si scade
unul dintre ele.
Dac« la vreuna din mut«rile ei, Ana las« o sum« de trei p«trate, Bogdan scade unul
din ele �si o las« pe Ana cu o sum« de dou« p«trate. Din identitatea lui Lagrange
sau din teorema privitoare la suma de dou« p«trate rezult« c«, orice ar face Ana,
num«rul l«sat de ea se va scrie ca o sum« de dou« p«trate. Atunci Bogdan va
sc«dea unul dintre ele l«s¥ndu-i Anei un p«trat perfect. Ana va l«sa atunci tot un
p«trat perfect, iar Bogdan va c¥�stiga.
A�sadar, Ana trebuie s« lase mereu un num«r de forma 4a(8b+7). Dar atunci Bog-
dan poate sc«dea 4a, l«s¥nd-o pe Ana cu 22a+1(4b+ 3). Pentru a transforma acest
num«r din nou ��ntr-unul de forma 4a(8b + 7), ea trebuie s« fac« exponentul lui 2
par, dar asta ��nseamn« s« ridice num«rul l«sat de Bogdan la o putere par« �si deci
��nfr¥ngere imediat«.
Bogdan poate sc«dea �si 4a+1, las¥nd Anei 4a(8b + 3). Ridicat la o putere impar«,
acest num«r va fi tot de forma 4a

′
(8b′ + 3).

Problem of the week no. 135

Amy and Bob play a game. At the beginning, Amy writes down a positive integer
on the board. Then the players take moves in turn, Bob moving first. On any move
of his, Bob replaces the number n on the board with a number of the form n− a2,
where a is a positive integer. On any move of hers, Amy replaces the number n on
the blackboard with a number of the form nk, where k is a positive integer. Bob
wins if the number on the board becomes zero. Can Amy prevent Bob's win?

Maxim Didin (Russia), Romanian Masters of Mathematics, 2019

See the Official solution and the Remarks.

Solution:

If on any of her moves Amy selects an even integer, Bob can win right away by
subtracting the perfect square left by Amy.
Let us assume that Amy always chooses an odd integer.
The initial integer, n, can be written as a sum of n perfect squares (all equal to 1).
If Amy leaves a sum of k squares, Bob's strategy will be to subtract one of them
and to diminish the number of squares.
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Lifting to an odd number, Amy can not increase the number of squares in the repre-
sentation of the number on the board: if she receives n = a21+a22+ . . .+a2k and lifts
it to an odd power, 2j+1, the new number can be written (a21+a22+ . . .+a2k)

2j+1 =
(nj · a1)2 + (nj · a2)2 + . . .+ (nj · ak)2. Bob subtracts (nj · ak)2 and diminishes the
number of squares by one, until the number on the board becomes a perfect square.
Then Amy will leave a perfect square herself, and Bob will win.

Solution: (advanced)
We use the following theorems:
(Lagrange's Four Square Theorem) Any number can be written as a sum of the
squares of at most four positive integers.
(Legendre's Three Square Theorem) A number can be written as a sum of the
squares of at most three positive integers if and only if it is not of the form 4a(8b+7),
with a, b ∈ N ∪ {0}.
(Sum of Two Squares Theorem) An integer greater than one can be written as a
sum of two squares if and only if its prime decomposition contains no prime con-
gruent to 3 (mod 4) raised to an odd power.

If on any of her moves Amy selects an even integer, Bob can win right away by
subtracting the perfect square left by Amy.
Let us assume that Amy always chooses an odd integer.
First, Bob writes the number he receives as a sum of 4 squares and subtracts one
of them.
If Amy ever returns a number that can be written as a sum of three squares, Bob
subtracts one of them leaving Amy with a sum of two squares. From the Lagrange
identity (or the above theorem on the sum of two squares), it follows that the
product of numbers that are sums of two squares is also a number that is a sum of
two squares. Thus Amy will leave a sum of two squares. Bob subtracts one of them,
giving Amy a perfect square. Whatever she does, she returns a perfect square to
Bob who subtracts it and wins.
Thus, Amy must always leave a number of the form 4a(8b+7). If she does so, Bob
can simply subtract 4a, leaving Amy with 22a+1(4b + 3). In order to leave again a
number of the form 4a(8b+7), she needs to make the exponent of 2 even, but this
means lifting to an even number and instant defeat.
Bob can also subtract 4a+1, leaving Amy with 4a(8b + 3). Lifting this to an odd
power yields 4a

′
(8b′ + 3), which can be written as a sum of three squares.
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