
ALTE SOLUT�II ALE UNEI PROBLEME DATE
LA CONCURSUL �STELELE MATEMATICII�

de MIRCEA LASCU, ZAL�U, R�ZVAN PUS�CAS�U, CONSTANT�A

�si TITU ZVONARU, COM�NES�TI

�In aceast« not«, prezent«m mai multe solut�ii ale unei probleme date ��n decembrie
2017 la proba pentru juniori a concursului �Stelele Matematicii�, altele dec¥t cele
dou« solut�ii oficiale (vezi [3]). Iat« enunt�ul problemei:

Fie x, y, z trei numere reale strict pozitive, astfel ��nc¥t x2 + y2 + z2 + 3 = 2(xy +
yz + zx). Ar«tat�i c«

√
xy +

√
yz +

√
zx ≥ 3 �si determinat�i cazurile de egalitate.

Vlad Robu

Solut�ia 1:

Observ«m c«
∑

x2 + 3 = 2
∑

xy ⇔
∑

xy =
1

2

(∑
(x− y)2

)
+ 3 ≥ 3⇒

∑
xy ≥ 3,∑

x2 + 3 = 2
∑

xy ⇒ 4
∑

xy = (
∑

x)2 + 3 ≥ 4 · 3 ⇒ (
∑

x)2 ≥ 9 ⇒ |
∑

x| ≥ 3;

dar
∑

x > 0⇒
∑

x ≥ 3.

Avem
∑

x2+3 = 2
∑

xy ⇔ 4xy = (x+y−z)2+3⇒ 2
√
xy =

√
(x+ y − z)2 + 3 =

2

√
(x+ y − z)2 + 1 + 1 + 1

4
≥ 2 · |x+ y − z|+ 1 + 1 + 1

4
.

Adun¥nd cu analoagele rezult« 2
∑√

xy ≥ 1

2

(∑
|x+ y − z|+ 9

)
≥ 1

2
· 9+

1

2
|x+ y − z + y + z − x+ z + x− y| = 9

2
+ |x + y + z| · 1

2
≥ 9

2
+

3

2
= 6, de unde

rezult« c«
∑√

xy ≥ 3.

Egalitatea are loc dac« |x + y − z| = |y + z − x| = |z + x − y| = 1 �si
∑

x = 3 �si
x+ y − z = y + z − x = z + x− y, deci pentru x = y = z = 1.

Solut�ia 2:
Avem (x + y + z)2 ≥ 9 ⇔ (x + y + z)2 ≥ 3(2xy + 2yz + 2zx − x2 − y2 − z2) ⇔
x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx, deci x+ y + z ≥ 3 (1).
Deoarece 4xy = (x+ y− z)2 +3, folosind inegalitatea lui Minkovski �si inegalitatea

(1), obt�inem
∑√

4xy =
∑√

(x+ y − z)2 + 3 ≥√
(x+ y − z + x− y + z − x+ y + z)2 + (

√
3 +
√
3 +
√
3)2 =√

(x+ y + z)2 + 27 ≥
√
9 + 27 = 6.

1



Solut�ia 3:
Din relat�ia 2(xy + yz + zx)− x2 − y2 − z2 = 3, folosind formula lui Heron, rezult«

c«
√
x,
√
y,
√
z sunt laturile unui triunghi cu aria

√
3

4
.

Folosind inegalitatea ab+ bc+ ca ≥ 4S
√
3 (itemul 4.5 din [1]), rezult« inegalitatea

din enunt�.

Se poate demonstra o inegalitate mai tare dec¥t cea din enunt�, �si anume c« dac«
x, y, z > 0 sunt trei numere reale astfel ��nc¥t x2 + y2 + z2 + 3 = 2(xy + yz + zx),
atunci √

xy +
√
yz +

√
zx ≥

√
9 + x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx.

Solut�ie:
Prin omogenizare, dup« ridicare la p«trat inegalitatea se scrie

(
√
xy+

√
yz+
√
zx)2 ≥ 3(2(xy+yz+zx)−x2−y2−z2)+x2+y2+z2−xy−yz−zx

2(x2 + y2 + z2)− 2(xy + yz + zx) ≥ 2(xy + yz + zx)− 2x
√
yz − 2y

√
zx− 2z

√
xy

(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 ≥ z(
√
x−√y)2 + x(

√
y −
√
z)2 + y(

√
z −
√
x)2

(y + 2
√
yz + z − x)(

√
y −
√
z)2 + (z + 2

√
zx+ x− y)(

√
z −
√
x)2 +

(x+ 2
√
xy + y − z)(

√
x−√y)2 ≥ 0.

Not«m x = a2, y = b2, z = c2. Avem de demonstrat c«

Sa(b− c)2 + Sb(c− a)2 + Sc(a− b)2 ≥ 0 (1)

unde Sa = b2 + 2bc+ c2 − a2, Sb = c2 + 2ca+ a2 − b2, Sc = a2 + 2ab+ b2 − c2.
Presupunem c« a ≥ b ≥ c. Deoarece Sb ≥ 0, Sb + Sa ≥ 0, Sb + Sc ≥ 0, inegalitatea
(1) este adev«rat«.
S-a folosit metoda SOS. Pentru mai multe detalii, a se consulta [2].

Este evident c« inegalitatea de mai sus o implic« pe cea dat« ��n concurs deoarece√
9 + x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx ≥ 3.
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