ALTE SOLUTII ALE UNEI PROBLEME DATE
LA CONCURSUL ,,STELELE MATEMATICII”

de MIRCEA LASCU, ZALAU, RAZVAN PUSCASU, CONSTANTA
si TITU ZVONARU, COMANESTI

In aceastd nota, prezentim mai multe solutii ale unei probleme date in decembrie
2017 la proba pentru juniori a concursului ,Stelele Matematicii”, altele decat cele
doud solutii oficiale (vezi [3]). Iata enuntul problemei:

Fie z,y, 2 trei numere reale strict pozitive, astfel incat z% + y? + 22 + 3 = 2(2y +
yz + zx). Ardtati cd /Ty + /yz + /zx > 3 si determinati cazurile de egalitate.

Viad Robu

Solutia 1:

1
Observam ci > 22 +3=2> zy & > ay = §(Z($—y)2) +3>3=> 2y >3,
Yt +3=2 ay =4 ey = (1) +324-3= (La)' 29> |Ta| > 3;
dar Yz >0= >z >3.
Avem Y 2?43 =2 ay & doy = (v+y—2)*+3 =2 /zy = /(x+y—2)2+ 3 =

2\/(m+y—z)2+1+1+1>2'|x+y—z|+1+1+1
4 = 4 ‘

1
Adunand cu analoagele rezulta 2> \/zy > = (Z]m+y—z!+9)2§ 9+
9 1 9 3
§\x+y—z+y+z—x+z+x—yl —+!x+y+zl > 5 5 =0, deunde

rezultd ca ) /Ty > 3.
Egalitatea are loc daca [z +y —z| =|y+2z—2| =2+ —y| =181 ) v =3 i
r+y—z=y+z—rx=z+zxz—y,decipentrur =y =z2=1.

Solutia 2:

Avem (z+y+2)0?>9e (v +y+2)? > 322y +2yz+ 2220 — 22 —y? — 2% &
P4y + 22> ey +yztzr,deciz+y+2>3 (1)

Deoarece 4y = (z +y — 2)? + 3, folosind inegalitatea lui Minkovski si inegalitatea

(1), obtinem Z\/RIZ\/(I—H/—Z)?—{—B >
\/($+y—2+x—y+z—x+y+z)2+(\/§+\/§+\/§)2 _

V(e +y+2)24+27>V9+27 =6.



Solutia 3:
Din relatia 2(zy + yz + zz) — 2° — y* — 22 = 3, folosind formula lui Heron, rezulta

3
ca \/t, \/y, v/z sunt laturile unui triunghi cu aria \/T_

Folosind inegalitatea ab+ bc + ca > 4S+/3 (itemul 4.5 din [1]), rezulta inegalitatea
din enunt.

Se poate demonstra o inegalitate mai tare decat cea din enunt, si anume ca daca
x,y,z > 0 sunt trei numere reale astfel incat 2% + y? + 2% + 3 = 2(ay + yz + 22),
atunci

VT + Yz +Vzr > 9+ a2 + g2+ 22 — xy — yz — 22
Solutie:
Prin omogenizare, dupi ridicare la patrat inegalitatea se scrie

(VTy+yz++z2x)* > 32wy +yz+zx)—2* —y? =) +2? P 22—y —yzr— 2o

2(2° + y* + 2%) — 2(zy + yz + 22) > 2(xy + yz + 22) — 23\/yZ — 2y\/ 2w — 22/TY
(=9 + -2+ (-2) > (Vo — vy’ +a(Vy —V2)' +y(Vz — Va)’
(y+2yz+z2—2)Vy—vVz)’ +(z+2vze + 2 —y)(Vz — Vz)* +
(4 20T +y — )T — V3 2 0.
Notam z = a?, y = b%, z = ¢®. Avem de demonstrat ci
Sa(b—¢)? + Sy(c —a)? + Sc(a—b)* >0 (1)

unde S, = b* +2bc+ 2 —a?, S, = c? 4+ 2ca + a®> — b*, S, = a® + 2ab + b* — 2.
Presupunem ca a > b > c. Deoarece S, > 0, S, + .5, > 0, Sy + S. > 0, inegalitatea
(1) este adevirata.

S-a folosit metoda SOS. Pentru mai multe detalii, a se consulta [2].

Este evident ca inegalitatea de mai sus o implica pe cea datd in concurs deoarece
VI+ a2+ 2+ 22 —ay —yz — 22 > 3.
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