BARAJ DE JUNIORI ,,Euclid”
Cipru, 7 mai 2016 (barajul 4)

Problema 1. Determinati toate numerele naturale nenule z,vy, z care satisfac

ecuatia
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Problema 2. Daca a,b,c € R, cu a,b,c > —i si a+ b+ c =0, demonstrati ca

Vida+1+Vab+1+V4c+1<3.

Problema 3. Fie triunghiul ABC cu AB < AC. [AD], [AH] si [AM] sunt
inaltimea, bisectoarea, respectiv mediana din A. Perpendiculara din M pe AH
intersecteaza dreapta AH in Z si dreapta AD in E. Perpendiculara din H pe AM
intersecteaza AM in L. Daca K este intersectia dintre mediatoarea segmentului
[BC] si bisectoarea AH, demonstrati ca:

a) dreapta H L trece prin punctul E;

b) m(<HLZ) = m(<AK M) = mBloml<C)

Problema 4. O tabld n x n (n > 3) este impartitd in n* patratele unitate. In
fiecare patratel se scrie cate un numar natural din multimea {0, 1,2,...,n} astfel
incat sumele numerelor din fiecare patrat 2 x 2 sa fie diferite doua cate doua.
Determinati valorile lui n pentru care exista astfel de completari.

Timp de lucru: 4 ore gi 30 de minute



Solutii oficiale:

Problema 1. Determinati toate numerele naturale nenule z,y, 2z care satisfac
ecuatia

Solutie:

Datorita simetriei ecuatiei de mai sus, putem rezolva ecuatia in cazul z <y < z si
apoi sa luam permutarile tuturor solutiilor gasite.

Daca z > 7, atunci y, 2z > 7 i

ceea ce nu convine.
Daca =z < 2, atunci

ceea ce nu convine.
Asadar, x € {3,4,5,6}.
e Daca x = 3, atunci

= by + 6z =yz

= (y—6)(z—6) =36
= (y—6, 2—6) € {(1,36),(2,18),(3,12),(4,9),(6,6)}
= (y, z) € {(7, 42), (8, 24), (9, 18), (10, 15), (12, 12)}.

e Daca x = 4, atunci

1+1 L1 1:>4 +4
—_ —_ = — — - = — z =Yz
y z 2 4 4 4 4
= (y—4)(z—4) =16
= (y_4a Z_4) € {(L 16)7 (278)a (4a4)}
= (v.2z) € {(5,20),(6,12),(8,8)}.
e Daca x = 5, atunci
1+1_1 r 3
y z 2 5 10
Daca y > 8, atunci z > 8 si
1+1<1+1_1<3
y 28 8 4 10

ceea ce nu convine.
Asgadar, y € {5,6,7}. Daca y = 5 atunci z = 10.

Daca y = 6, rezulta z = %, care nu convine.



Daca y = 7, rezulta z = I—(l), care nu convine.

Asgadar, (y, z) = (5, 10).

e Daca x = 6, atunci
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y 276 s YT
= (y—3)(z—3)=9
= (y—3,2—-3) € {(1,9),(3,3)}
= (v.2) € {(4,12),(6,6)}.

insé (4,12) nu satisface conditia x < y, deci raméane numai y = z = 6.
In concluzie, solutiile sunt tripletele (3,7,42), (3,8,24), (3,9, 18), (3,10, 15),
(3,12,12), (4,5,20), (4,6,12), (4,8,8), (5,5,10), (6,6,6) si permutarile acestora.

Problema 2. Daca a,b,c € R, cu a,b,c > —% si a+ b+ c =0, demonstrati ca

Vida+14+V4b+14++V4c+1<3.

Solutie:

Fie z,y, z numere reale nenegative. Atunci avem succesiv:
z® +y* > 2xy
Y2+ 22 > 2yz

22 4+ 2% > 2zz.
Adunand aceste relatii, obtinem 222 + 2y? + 22% > 2xy + 2yz + 22w, adica
302 +3y° + 322 > 2 +y + 2% + 2xy + 2yz + 220 =

Ba?+ P +2%) > (x+y+2)° (1)

Luam in (1) z = Vda+ 1, y = V4b+ 1, z = /4c + 1 si obtinem
(VAa+ 1+ V4b+ 1+ Vic+1)? <3[(Via+ 1) + (V4b + 1)? + (V4c + 1)?] sau
(Vi4a+1+V4b+ 1+ Vidc+1)* < 3[3(a+ b+ ¢) + 3] si, deoarece a + b+ ¢ = 0,
am obtinut

(ViaF 1+ VA +1+vVac+1)° <9=> Via+ 1+ Vab+ 1+ Vic+ 1< 3.

Problema 3. Fie triunghiul ABC cu AB < AC. [AD], [AH] si [AM] sunt
inaltimea, bisectoarea, respectiv mediana din A. Perpendiculara din M pe AH
intersecteaza dreapta AH in Z si dreapta AD in E. Perpendiculara din H pe AM
intersecteaza AM in L. Daca K este intersectia dintre mediatoarea segmentului
[BC] si bisectoarea AH, demonstrati ca:

a) dreapta H L trece prin punctul E;

b) m(<HLZ) = m(<AK M) = ™B-mE0),
Solutie:



a) Punctul H este ortocentrul triunghiului AEM deoarece AZ si M D sunt inaltimi.
Cum H L este perpendiculara pe AM, ea este cea de-a treia inaltime a triunghiului,
prin urmare trece prin varful E.

b) Patrulaterul H LM Z este inscriptibil deoarece m(<<H LM )+m(<HZM) = 90°+
90° = 180°. Atunci

m(XHLZ) =m(<HMZ) =90° —m(<MHZ) = m(<ZKM) = m(<AKM) (1).

De asemenea, <AKM = <DAH (alterne interne, AD || KM) (2)
3 m(<DAH) = m(<BAH) — m(<BAD)

- w — (90° — m(<ABC))

_ m(jA) —90° + m(<B)

~ m(<A)  m(<d) m(<B) m(«C)

= 5 5 5 T m(<(B)

m(<B) — m(<C
_maB)omis0)

(Am notat cu <A, <B, <C unghiurile triunghiului ABC.)
Din (1), (2) si (3) rezulta

m(<HLZ) = m(<Ak M) = ™25 N m(<C)

A

Problema 4. O tabli n x n (n > 3) este impartita in n? pitratele unitate. In
fiecare patratel se scrie cate un numar natural din multimea {0,1,2,...,n} ast-
fel incat sumele numerelor din fiecare patrat 2 x 2 sa fie diferite doua cate doua.
Determinati valorile lui n pentru care exista astfel de completari.



Solutie:

Numirul patratelor 2 x 2 existente pe o tabld n x n este (n — 1)2. Toate sumele
corespunzatoare acestor patrate trebuie sa se afle printre numerele 0,1,2,...4n.
Conform cerintelor problemei, sumele din patratratele 2 x 2 trebuie sa fie diferite
doud cate doud. Rezultd ca (n —1)? < 4n+ 1, de unde n(n —6) < 0, sau n < 6.5i,
cum n > 3, rezulta n € {3,4,5,6}. Mai jos sunt prezentate exemple de astfel de
patrate pentru aceste patru valori:

6|6|6|6|5|5

0|{0|2|0)|4 6|6|5|5|5|5

0|{0|2]|0 0j0j0|2]|1 112|3|4]4|5

1111 0|{0|0|2 0111224 3|/5/0(5]|0]|5

1(0/0 0|1]2|2 212(3(3|4 1/0(2|1|0|0

0j0]0 212122 413|444 1/0(1|0|0|0O
n=3 n=4 n=>5 n==~6



