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Problema 1. Determinati perechile de numere intregi (x,y) care verifica relatia
Pttt 1=~

Solutie:

Scriem ecuatia sub forma (2® 4+ 1)(2? + z + 1) = y* ¢i observim cd numerele z° + 1 gi
22+ z + 1 sunt relativ prime. Intr-adevir, daci d divide si 2% + 1 gi 22 + 2 + 1, atunci d
divide si (2° +1) — (z — 1)(z® 4+ 2+ 1) = 2, deci d = 1 sau d = 2. Insi, cum 22+ z + 1
este numar impar (deoarece x si 2 au aceeasi paritate), 2 nu divide 2% + x + 1, deci
d = 1. Produsul a doua numere prime intre ele este patrat perfect numai atunci cand
fiecare din ele este pitrat perfect, deci, in particular, 22 + x + 1 trebuie sa fie patrat
perfect. Acest lucru se intampla dacid = —1 sau = = 0. In rest, dacd z < —1, atunci
(r—1)2 <2+ x+1<2? iar dacd x > 0 atunci 22 < 22 + 2 + 1 < (z + 1)?, deci,
fiind cuprins intre dous patrate perfecte consecutive, numarul 22 +x + 1 nu este patrat
perfect.

(Alternativ, se poate observa ca dacd r < —1 atunci z° — 1 < 0, deci nu poate fi patrat
perfect.)

Pentru z = —1 se obtine y = 0, iar pentru x = 0 rezultd y = —1 sau y = 1.

In concluzie, perechile cautate sunt (—1,0), (0, —1) i (0,1).

Problema 2. Determinati toate perechile de numerele reale (a, b) pentru care a+b =1
si (a? 4 b%)(a® 4+ V%) = a* + b

Olimpiada Estonia

Solutia 1:
Folosind relatia a + b = 1, rescriem conditia (a® + b?)(a® + 0*) = a* + b* sub forma

(a® 4+ b)) (a® + %) = (a* +b*)(a + b).

Efectuand calculele, se ajunge la a®b*+a?b® = a?b+ab?, adica la ab(a® —a*b—ab*+b?) =
0 care se descompune in factori ab(a® —b?)(a —b) = 0. Deducem ca fie a = 0 (si atunci
se obtine b = 1), fie b = 0 (i atunci a = 1), fie @ = b (si atunci se obtine a = b = %)
Cazul a* — b* = 0, adicd 0 = (a — b)(a + b) = a — b, revine tot la a = b.

Am obtinut perechile (0,1), (1,0) si (3, 3). Toate aceste perechi satisfac relatiile din
enunt.

Solutia 2:

Pornim de la a® + b® = (a + b)(a? — ab + b?). Folosind a + b = 1 gi inlocuind in relatia
(a2 +0?)(a®+ %) = a* +b*, obtinem (a®+b?)(a® — ab+b?) = a* +b*. Efectudm calculele
si ajungem la ab(a® + b* — 2ab) = 0, adica la ab(a — b)?. De aici se finalizeaza ca in
prima solutie.
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Problema 3. Fie ABC D un paralelogram si H ortocentrul triunghiului ABC'. Paralela
prin H la C'D intersecteaza BC si AD in P, respectiv (), iar paralela prin H la AD
intersecteazi AB si C'D in R, respectiv S. Demonstrati ci punctele P, @), R si S sunt
conciclice.

Oimpiada Elvetia, 2011

Solutie:

Vom distinge trei situatii in functie de misura unghiului <ABC.

e Dacd m(<ABC) = 90°, atunci P = B, Q = A, R=Bsi Q = C, ori A, B,C sunt
conciclice.

e Dacd m(<ABC) < 90°, atunci H € int(A ABC), P € (BC), Q € (AD), R € (AB),
S € (CD), iar H € [PQ] N [RS]. In acest caz, conform teoremei puterii punctului si
a reciprocei sale, PSQR este inscriptibil daca si numai daca HP - HQ) = HR - HS.
Cum HPCS, HSDQ, HRBP si HQAR sunt paralelograme, relatia precedenti este
echivalentd cu SC'-SD = QA-QD. Dar patrulaterul AHC'D este inscriptibil (in cercul
de diametru [H D)), iar relatia precedenta aratd ca punctele S gi @) au aceeasi putere
fata de cercul circumscris patrulaterului AHC D. Aceasta conditie este echivalenta cu
S si @ egal depirtate de centrul cercului. Centrul cercului este mijlocul lui [H D] si,
deoarece QH S D este paralelogram, punctele () si S sunt egal departate de acest punct.

e Dacd m(<ABC) > 90°, atunci B € int(A AHC), B € (PC), A€ (QD), B € (AR),
C € (SD), iar H ¢ [PQ] si H ¢ [RS]. In acest caz, conform teoremei puterii punctului
si a reciprocei sale, QPRS este inscriptibil daci si numai daca HP - HQ = HR- HS.
Cum HPCS, HSDQ, HRBP si HQAR sunt paralelograme, relatia precedenta este



echivalentd cu SC'-SD = QA-QD. Dar patrulaterul AHC'D este inscriptibil (in cercul
de diametru [H D]), iar relatia precedenta aratd ca punctele S si () au aceeagi putere
fata de cercul circumscris patrulaterului AHC'D. Aceastd conditie este echivalenta cu
S si @ egal depirtate de centrul cercului. Centrul cercului este mijlocul lui [H D] si,
deoarece QH S D este paralelogram, punctele @) si S sunt egal departate de acest punct.

Remarca: O ipoteza esentiald a reciprocei teoremei puterii punctului este ca, pe langa
{P} =ABNCDsi PA-PB = PC-PD, si avem ci punctul P se gisegte fie pe ambele
segmente [AB] si [CD], fie pe niciunul din ele. Aceastd ipotezi trebuie verificatd de
cate ori se aplicid teorema reciproca a puterii punctului.

O alta idee de rezolvare:

Se aratd ugor cd triunghiurile ARH ¢i C PH sunt asemenea. Folosind cd AR = HQ
si HS = C'P, avem Zg = f[}; = SI]]Z = gi Rezulta HP - HQQ = HR - HS si,
analizand cazurile ca mai sus, se vede cad H € [PQ] N [RS] (dacd <ABC este ascutit
sau drept) sau H ¢ [PQ] N [RS] (dacd <ABC este obtuz). Din reciproca teoremei
puterii punctului rezulta atunci concluzia.

Problema 4. Se considerid un tetraedru. Stabiliti daca se pot scrie 10 numere naturale
consecutive in cele 4 varfuri i in mijloacele celor 6 muchii ale tetraedrului astfel incat
numérul scris in mijlocul fiecarei muchii sa fie media aritmeticd a numerelor scrise in
varfurile din capetele muchiei.

Caucasus Mathematical Olympiad, 2018

Solutia 1:
In toate varfurile trebuie scrise numere de aceeasi paritate, altfel numarul de pe o



muchie care uneste doud varfuri cu etichete de paritati diferite nu va fi etichetata cu
un numaéar natural.

Agadar, numerele scrise in cele patru varfuri pot da numai doud resturi diferite la
impartirea cu 4 (0 gi 2 sau 1 i 3). Dispunem de 5 numere de fiecare paritate, 3 dintre
ele dau un rest la impartirea cu 4, celelalte doua dau un alt rest. Astfel, din cele 4
numere din varfuri, putem avea fie cate doua care dau un acelagi rest, fie trei numere
care dau un anumit rest i un alt numar care da un alt rest (cu 2 mai mare sau cu 2
mai mic). Pe o muchie care are in capete etichete care dau acelasi rest la impartirea
cu 4 se va scrie atunci un numar de aceeasi paritate cu ele. Dar avem cel putin doua
asemenea muchii, deci vom avea nevoie de cel putin 6 etichete de aceeasi paritate (4
pentru varfuri si inca cel putin doud pentru muchii). Ori dispunem de numai 5 numere
de fiecare paritate, deci o etichetare precum cea cerutd in enunt nu este posibila.

Solutia 2:

Sa presupunem cd o asemenea etichetare este posibila. Fie n numarul cel mai mare.
Evident, n trebuie s stea intr-un varf (el nu poate fi media aritmetica a doud numere
mai mici). Numarul n — 1 nu poate sta intr-un alt varf deoarece pe muchia care unegte
varfurile etichetate cu n i n— 1 nu am scrie un numir natural. In plus, n— 1 trebuie si
stea pe muchia care uneste varfuri etichetate cu n gi n — 2. Ne uitdm acum la n — 3. El
nu poate sta intr-un varf (muchia care unegte acest varf cu varful etichetat cu n nu ar
avea eticheta naturala). Daca std pe o muchie care pleacd din n — 2, atunci in celalalt
capat al muchiei am avea n — 4, iar pe muchia care uneste n — 4 cu n ar trebui sa
refolosim eticheta n — 2, contradictie. Rezulta ca n — 3 trebuie sa fie scris pe o muchie
care pleacd din varful etichetat cu n (altfel n — 3 ar fi media aritmetica a doud numere
mai mici). Celalalt capat al muchiei ar fi etichet cu n—6. Pe muchia care unegte n—6 cu
n—2 ar sta n — 4. Atunci in ultimul varf trebuie sa punem n — 8, dar atunci pe muchia
care unesgte acest varf cu cel etichetat cu n ar trebui sa refolosim eticheta n — 4. Am
ajuns astfel la o contradictie, deci o etichetare precum cea din enunt nu este posibila.

Solutia 3:

S& presupunem ci o asemenea etichetare este posibild. In toate varfurile trebuie scrise
numere de aceeasi paritate, altfel numirul de pe o muchie care uneste doua varfuri cu
etichete de paritati diferite nu va fi etichetatd cu un numéar natural.

Evident, numarul cel mai mare trebuie sa stea intr-un varf (el nu poate fi media arit-
metica a doui numere mai mici).

Analog, numarul cel mai mic trebuie si stea intr-un varf.

Dar numarul cel mai mare si numarul cel mai mic nu au aceeasi paritate, deci o aseme-
nea etichetare nu este posibila.

Remarca: Dacid o asemenea etichetare ar fi posibila cu etichetele n + 1, n+ 2, ...,
n + 10, ea ar fi posibila si cu etichetele 1, 2, ..., 10: scazand n din fiecare eticheta,
numerele obtinute vor continua sa satisfaca toate conditiile din enunt.



