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Problema 1. Determinat�i perechile de numere ��ntregi (x, y) care verific« relat�ia

x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 = y2.

Solut�ie:

Scriem ecuat�ia sub forma (x3 + 1)(x2 + x + 1) = y2 �si observ«m c« numerele x3 + 1 �si
x2 +x+ 1 sunt relativ prime. �Intr-adev«r, dac« d divide �si x3 + 1 �si x2 +x+ 1, atunci d
divide �si (x3 + 1)− (x− 1)(x2 + x+ 1) = 2, deci d = 1 sau d = 2. �Ins«, cum x2 + x+ 1
este num«r impar (deoarece x �si x2 au aceea�si paritate), 2 nu divide x2 + x + 1, deci
d = 1. Produsul a dou« numere prime ��ntre ele este p«trat perfect numai atunci c¥nd
fiecare din ele este p«trat perfect, deci, ��n particular, x2 + x + 1 trebuie s« fie p«trat
perfect. Acest lucru se ��nt¥mpl« dac« x = −1 sau x = 0. �In rest, dac« x < −1, atunci
(x − 1)2 < x2 + x + 1 < x2, iar dac« x > 0 atunci x2 < x2 + x + 1 < (x + 1)2, deci,
fiind cuprins ��ntre dou« p«trate perfecte consecutive, num«rul x2 +x+1 nu este p«trat
perfect.
(Alternativ, se poate observa c« dac« x < −1 atunci x3−1 < 0, deci nu poate fi p«trat
perfect.)
Pentru x = −1 se obt�ine y = 0, iar pentru x = 0 rezult« y = −1 sau y = 1.
�In concluzie, perechile c«utate sunt (−1, 0), (0,−1) �si (0, 1).

Problema 2. Determinat�i toate perechile de numerele reale (a, b) pentru care a+b = 1
�si (a2 + b2)(a3 + b3) = a4 + b4.

Olimpiad« Estonia

Solut�ia 1:

Folosind relat�ia a + b = 1, rescriem condit�ia (a2 + b2)(a3 + b3) = a4 + b4 sub forma

(a2 + b2)(a3 + b3) = (a4 + b4)(a + b).

Efectu¥nd calculele, se ajunge la a3b2+a2b3 = a4b+ab4, adic« la ab(a3−a2b−ab2+b3) =
0 care se descompune ��n factori ab(a2− b2)(a− b) = 0. Deducem c« fie a = 0 (�si atunci
se obt�ine b = 1), fie b = 0 (�si atunci a = 1), fie a = b (�si atunci se obt�ine a = b = 1

2
).

Cazul a2 − b2 = 0, adic« 0 = (a− b)(a + b) = a− b, revine tot la a = b.
Am obt�inut perechile (0, 1), (1, 0) �si (1

2
, 1

2
). Toate aceste perechi satisfac relat�iile din

enunt�.

Solut�ia 2:

Pornim de la a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2). Folosind a + b = 1 �si ��nlocuind ��n relat�ia
(a2 +b2)(a3 +b3) = a4 +b4, obt�inem (a2 +b2)(a2−ab+b2) = a4 +b4. Efectu«m calculele
�si ajungem la ab(a2 + b2 − 2ab) = 0, adic« la ab(a − b)2. De aici se finalizeaz« ca ��n
prima solut�ie.
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Problema 3. Fie ABCD un paralelogram �siH ortocentrul triunghiului ABC. Paralela
prin H la CD intersecteaz« BC �si AD ��n P , respectiv Q, iar paralela prin H la AD
intersecteaz« AB �si CD ��n R, respectiv S. Demonstrat�i c« punctele P,Q,R �si S sunt
conciclice.

Oimpiad« Elvet�ia, 2011

Solut�ie:

Vom distinge trei situat�ii ��n funct�ie de m«sura unghiului ^ABC.
• Dac« m(^ABC) = 90◦, atunci P = B, Q = A, R = B �si Q = C, ori A,B,C sunt
conciclice.
• Dac« m(^ABC) < 90◦, atunci H ∈ int(∆ABC), P ∈ (BC), Q ∈ (AD), R ∈ (AB),
S ∈ (CD), iar H ∈ [PQ] ∩ [RS]. �In acest caz, conform teoremei puterii punctului �si
a reciprocei sale, PSQR este inscriptibil dac« �si numai dac« HP · HQ = HR · HS.
Cum HPCS, HSDQ, HRBP �si HQAR sunt paralelograme, relat�ia precedent« este
echivalent« cu SC ·SD = QA ·QD. Dar patrulaterul AHCD este inscriptibil (��n cercul
de diametru [HD]), iar relat�ia precedent« arat« c« punctele S �si Q au aceea�si putere
fat�« de cercul circumscris patrulaterului AHCD. Aceast« condit�ie este echivalent« cu
S �si Q egal dep«rtate de centrul cercului. Centrul cercului este mijlocul lui [HD] �si,
deoarece QHSD este paralelogram, punctele Q �si S sunt egal dep«rtate de acest punct.

• Dac« m(^ABC) > 90◦, atunci B ∈ int(∆AHC), B ∈ (PC), A ∈ (QD), B ∈ (AR),
C ∈ (SD), iar H /∈ [PQ] �si H /∈ [RS]. �In acest caz, conform teoremei puterii punctului
�si a reciprocei sale, QPRS este inscriptibil dac« �si numai dac« HP ·HQ = HR ·HS.
Cum HPCS, HSDQ, HRBP �si HQAR sunt paralelograme, relat�ia precedent« este
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echivalent« cu SC ·SD = QA ·QD. Dar patrulaterul AHCD este inscriptibil (��n cercul
de diametru [HD]), iar relat�ia precedent« arat« c« punctele S �si Q au aceea�si putere
fat�« de cercul circumscris patrulaterului AHCD. Aceast« condit�ie este echivalent« cu
S �si Q egal dep«rtate de centrul cercului. Centrul cercului este mijlocul lui [HD] �si,
deoarece QHSD este paralelogram, punctele Q �si S sunt egal dep«rtate de acest punct.

Remarc«: O ipotez« esent�ial« a reciprocei teoremei puterii punctului este ca, pe l¥ng«
{P} = AB∩CD �si PA ·PB = PC ·PD, s« avem c« punctul P se g«se�ste fie pe ambele
segmente [AB] �si [CD], fie pe niciunul din ele. Aceast« ipotez« trebuie verificat« de
c¥te ori se aplic« teorema reciproc« a puterii punctului.

O alt« idee de rezolvare:
Se arat« u�sor c« triunghiurile ARH �si CPH sunt asemenea. Folosind c« AR = HQ

�si HS = CP , avem
HQ

HR
=

AR

HR
=

CP

HP
=

HS

HP
. Rezult« HP · HQ = HR · HS �si,

analiz¥nd cazurile ca mai sus, se vede c« H ∈ [PQ] ∩ [RS] (dac« ^ABC este ascut�it
sau drept) sau H /∈ [PQ] ∩ [RS] (dac« ^ABC este obtuz). Din reciproca teoremei
puterii punctului rezult« atunci concluzia.

Problema 4. Se consider« un tetraedru. Stabilit�i dac« se pot scrie 10 numere naturale
consecutive ��n cele 4 v¥rfuri �si ��n mijloacele celor 6 muchii ale tetraedrului astfel ��nc¥t
num«rul scris ��n mijlocul fiec«rei muchii s« fie media aritmetic« a numerelor scrise ��n
v¥rfurile din capetele muchiei.

Caucasus Mathematical Olympiad, 2018

Solut�ia 1:
�In toate v¥rfurile trebuie scrise numere de aceea�si paritate, altfel num«rul de pe o
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muchie care une�ste dou« v¥rfuri cu etichete de parit«t�i diferite nu va fi etichetat« cu
un num«r natural.
A�sadar, numerele scrise ��n cele patru v¥rfuri pot da numai dou« resturi diferite la
��mp«rt�irea cu 4 (0 �si 2 sau 1 �si 3). Dispunem de 5 numere de fiecare paritate, 3 dintre
ele dau un rest la ��mp«rt�irea cu 4, celelalte dou« dau un alt rest. Astfel, din cele 4
numere din v¥rfuri, putem avea fie c¥te dou« care dau un acela�si rest, fie trei numere
care dau un anumit rest �si un alt num«r care d« un alt rest (cu 2 mai mare sau cu 2
mai mic). Pe o muchie care are ��n capete etichete care dau acela�si rest la ��mp«rt�irea
cu 4 se va scrie atunci un num«r de aceea�si paritate cu ele. Dar avem cel put�in dou«
asemenea muchii, deci vom avea nevoie de cel put�in 6 etichete de aceea�si paritate (4
pentru v¥rfuri �si ��nc« cel put�in dou« pentru muchii). Ori dispunem de numai 5 numere
de fiecare paritate, deci o etichetare precum cea cerut« ��n enunt� nu este posibil«.

Solut�ia 2:

S« presupunem c« o asemenea etichetare este posibil«. Fie n num«rul cel mai mare.
Evident, n trebuie s« stea ��ntr-un v¥rf (el nu poate fi media aritmetica a dou« numere
mai mici). Num«rul n− 1 nu poate sta ��ntr-un alt v¥rf deoarece pe muchia care une�ste
v¥rfurile etichetate cu n �si n−1 nu am scrie un num«r natural. �In plus, n−1 trebuie s«
stea pe muchia care une�ste v¥rfuri etichetate cu n �si n− 2. Ne uit«m acum la n− 3. El
nu poate sta ��ntr-un v¥rf (muchia care une�ste acest v¥rf cu v¥rful etichetat cu n nu ar
avea eticheta natural«). Dac« st« pe o muchie care pleac« din n− 2, atunci ��n cel«lalt
cap«t al muchiei am avea n − 4, iar pe muchia care une�ste n − 4 cu n ar trebui s«
refolosim eticheta n− 2, contradict�ie. Rezult« c« n− 3 trebuie s« fie scris pe o muchie
care pleac« din v¥rful etichetat cu n (altfel n− 3 ar fi media aritmetic« a dou« numere
mai mici). Cel«lalt cap«t al muchiei ar fi etichet cu n−6. Pe muchia care une�ste n−6 cu
n−2 ar sta n−4. Atunci ��n ultimul v¥rf trebuie s« punem n−8, dar atunci pe muchia
care une�ste acest v¥rf cu cel etichetat cu n ar trebui s« refolosim eticheta n − 4. Am
ajuns astfel la o contradict�ie, deci o etichetare precum cea din enunt� nu este posibil«.

Solut�ia 3:

S« presupunem c« o asemenea etichetare este posibil«. �In toate v¥rfurile trebuie scrise
numere de aceea�si paritate, altfel num«rul de pe o muchie care une�ste dou« v¥rfuri cu
etichete de parit«t�i diferite nu va fi etichetat« cu un num«r natural.
Evident, num«rul cel mai mare trebuie s« stea ��ntr-un v¥rf (el nu poate fi media arit-
metica a dou« numere mai mici).
Analog, num«rul cel mai mic trebuie s« stea ��ntr-un v¥rf.
Dar num«rul cel mai mare �si num«rul cel mai mic nu au aceea�si paritate, deci o aseme-
nea etichetare nu este posibil«.

Remarc«: Dac« o asemenea etichetare ar fi posibil« cu etichetele n + 1, n + 2, . . . ,
n + 10, ea ar fi posibil« �si cu etichetele 1, 2, . . . , 10: sc«z¥nd n din fiecare etichet«,
numerele obt�inute vor continua s« satisfac« toate condit�iile din enunt�.
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