
Stelele Matematicii 2018, Juniori − Solut�ii

Problema 1. Numerele naturale nenule a �si b au proprietatea c« produsul divizo-
rilor pozitivi ai lui a este egal cu produsul divizorilor pozitivi ai lui b. Rezult« c« a
�si b sunt egale?

baraj OIM, Belarus, 1999

Solut�ie. Da, rezult« c« a = b. Dac« not«m cu d(n) num«rul divizorilor num«rului

natural nenul n, atunci produsul divizorilor lui a este
√
ad(a). �Intr-adev«r, grup¥nd

fiecare divizor d al lui a cu a
d
, care este tot un divizor al lui a, obt�inem c«
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Analog, produsul divizorilor lui b este
√
bd(b). Dac« a �si b au acela�si produs al

divizorilor, atunci ad(a) = bd(b). Trebuie, evident, ca a �si b s« aib« aceia�si factori
primi. Presupunem c« d(a) < d(b) �si not«m cu ai �si bi exponentul unui factor
prim pi ��n descompunerea ��n factori primi a lui a, respectiv b. Trebuie s« avem
ai · d(a) = bi · d(b), adic« ai > bi pentru orice i. Atunci b | a, deci d(b) ≤ d(a),
contradict�ie. Analog se ajunge la contradict�ie dec« d(a) > d(b). R«m¥ne, deci, c«
d(a) = d(b) �si atunci ad(a) = bd(b) implic« a = b.

Problema 2. Determinat�i cel mai mic num«r natural k cu urm«toarea proprietate:

Oricum alegem k numere naturale diferite �si coprime dou« c¥te dou« din mult�imea

M = {1, 2, 3, . . . , 2018}, cel put�in unul dintre numerele alese este num«r prim.

Vlad Robu

Solut�ie. Nu«rul cerut este 16. Mai ��nt¥i vom ar«ta c« este posibil s« alegem 15
numere care sunt coprime �si diferite dou« c¥te dou« din mult�imea M astfel ��nc¥t
niciunul s« nu fie prim. Pentru aceasta, vom alege numerele 1, 22, 32, 52, 72, 112,
132, 172, 192, 232, 292, 312, 372, 412 �si 432. Este evident c« sunt verificate condit�iile
impuse.

S« presupunem acum c« am putea alege 16 numere diferite din M , oricare dou«
coprime, astfel �inc¥t niciunul din ele s« nu fie prim. Cel put�in 15 din aceste numere
sunt diferite de 1. Fie a1, a2, . . . , a15 > 1 15 asemenea numere. Fiind mai mari ca 1,
ele sunt compuse. Fie pi cel mai mic divizor prim al lui ai. Atunci ai ≥ p2i , pentru
orice i. Cum toate numerele ai sunt coprime, toate numerele pi sunt diferite. �Ins«
primele 15 numere prime sunt 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
de unde deducem c« cel mai mare dintre pi-uri este cel put�in 47, dar atunci ai-ul
corespunz«tor este cel put�in 472 > 2018, contradict�ie!
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Problema 3. Fie ABCD un trapez isoscel ��n care AB este baza mare �si BC =
CD = DA. Construim un romb KLMN astfel ��nc¥t K ∈ (AB), L ∈ (BC),
M ∈ (CD) �si N ∈ (DA).
Demonstrat�i c« ∠DAB ≡ ∠KNM.

Vlad Robu

Solut�ia 1. Pasul I. Vom ar«ta c« DN = BL �si AN = CL.
�In triunghiurileMDN �siKBL �stim c«MN =KL, sinMDN = sinKBL (deoarece
cele dou« unghiuri sunt suplementare) �si, ��ntruc¥t DM ‖ BK �si MN ‖ KL,
unghiurile ∠DMN �si ∠BKL sunt congruente sau suplementare. �In orice caz,
sinDMN = sinBKL. Aplic«m Teorema sinusurilor ��n cele dou« triunghiuri �si
obt�inem

MN

sinMDN
=

DN

sinDMN
�si

KL

sinKBL
=

BL

sinBKL
.

Conform observat�iilor anterioare, obt�inem DN = BL. Cum AD = CB, obt�inem
�si c« AN = CL.

Pasul II. Ar«t«m c« AN = DM = CL �si DN = CM = BL.
Fie M0 punctul de pe segmentul (CD) pentru care AN = DM0 = CL. Atunci
DN = CM0 = BL. Dar atunci triunghiurile ∆NDM0 �si ∆M0CL sunt congruente
din cazul de congruent�« L.U.L., deci M0N = M0L. Cum mediatoarea segmentului
[NL] poate intersecta dreapta CD ��n cel mult un punct, deducem c« M = M0.
Triunghiurile NDM �si MCL sunt congruente, deci m(∠NML) = 180◦−

m(∠DMN) − m(∠DNM) = m(∠NDM) = m(∠ADC). Acestea fiind spuse,
m(∠KNM)=180◦ −m(∠NML)=180◦ −m(∠ADC) = m(∠DAB).

Solut�ia 2. Dac« O este punctul de intersect�ie a diagonalelor rombului, h este
��n«lt�imea trapezului, iar C ′, L′,M ′, N ′, O′ sunt proiect�iile punctelor C,L,M,N,O
pe dreapta AB, atunci OO′ = MM ′/2 = h/2 �si LL′ + NN ′ = 2OO′ = h. Dac«
not«m cu L′′ poiect�ia lu L pe dreapta CD, atunci LL′′ = h − LL′ = NN ′, deci
triunghiurile LL′′C �si NN ′A sunt congruente (C.U.). Rezult« c« AN = CL (�si
AD = LB).
Patrulaterul NOKN ′ este inscriptibil (��n cercul de diametru [NK]), deci

m(∠KNM) = 2m(∠KNO) = 2m(∠KN ′O). Dar N ′N” = h = 2OO′ �si O′ mijlocul
lui [N ′L′] implic« N ′, O, L′′ coliniare, deci 2m(∠KN ′O) = 2m(∠L′N ′L′′). Avem
AN ′ = CL′′ = C ′L′, deci AC ′ = N ′L′. Atunci triunghiurile ACC ′ �si N ′L′′L′ sunt
congruente (C.C.), deci m(∠KNM) = 2m(∠L′N ′L′′) = 2m(∠BAC) = m(∠DAB)
deoarece, triunghiul ACD fiind isoscel, avem ∠CAB ≡ ∠DCA ≡ ∠DAC.
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Problema 4. Fie n ≥ 4 �si a1, a2, . . . , an numere nenegative. Demonstrat�i c«

(a1 + a2 + a3)
2(a2 + a3 + a4)

2 · . . . · (an−1 + an + a1)
2(an + a1 + a2)

2 ≥

2n(a1 + a2)
2(a2 + a3)

2 · . . . · (an−1 + an)2(an + a1)
2.

C¥nd are loc egalitatea?

Solut�ie. Ar«t«m c« pentru orice a, b, c, d ≥ 0 are loc dubla inegalitate (a + b +
c)2(b+ c+ d)2 ≥ (a+ b+ c+ d)2(b+ c)2 ≥ 4(a+ b)(c+ d)(b+ c)2, cu egalitate dac«
ad = 0 �si , ��n plus, a + b = c + d sau b = c = 0.
�Intr-adev«r, prima inegalitate revine la (a+x)(d+x) ≥ x(a+d+x), unde x = b+c.

Aceast« inegalitate este evident«. Inegalitatea a doua rezult« din (u + v)2 ≥ 4uv
scris« pentru u = a + b, v = c + d �si ��nmult�it« apoi cu (b + c)2 ≥ 0. A�sadar dubla
inegalitate de mai sus este demonstrat«. Scriind atunci c« (ai +ai+1 +ai+2)

2(ai+1 +
ai+2 + ai+3)

2 ≥ 4(ai + ai+1)(ai+1 + ai+2)
2(ai+2 + ai+3), ∀ i = 1, n (indicii sunt luat�i

modulo n) �si ��nmult�ind aceste relat�ii obt�inem concluzia.
Egalitate avem dac« cel put�in una din inegalit«t�ile de mai sus este 0 ≥ 0 sau dac«

avem egalitate ��n fiecare din ele.
Egalitatea are loc dac« avem trei 0-uri consecutive (indicii sunt luat�i modulo n)

sau alterneaz« 0-uri cu numere nenule (egale) - variant« posibil« numai dac« n este
par.
�Intr-adev«r, dac« avem doi de 0 consecutivi atunci revenind la ecuat�ie trebuie s«

avem trei de 0 consecutivi.
Dac« nu avem dou« 0-uri consecutive, trebuie ca, pentru orice secvent�« a, b, c, d, e

de numere cu indici consecutivi (modulo n) s« avem ad = 0 �si a + b = c + d. Dac«
d = 0, din be = 0 �si e 6= 0 rezult« b = 0, deci 0-urile vin din 2 ��n doi. Din condit�ia
b+ c = d+ e rezult« c« numerele nenule sunt �si ele egale. Prin urmare, dac« n este
par, mai avem egalitate �si dac« x2k = 0 �si x2k+1 = t > 0 pentru orice k sau invers,
iar dac« n este impar, atunci nu avem alte cazuri de egalitate.
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