Stelele Matematicii 2018, Juniori — Solutii

Problema 1. Numerele naturale nenule a si b au proprietatea ca produsul divizo-
rilor pozitivi ai lui a este egal cu produsul divizorilor pozitivi ai lui b. Rezulta ca a
si b sunt egale?

baraj OIM, Belarus, 1999

Solutie. Da, rezulta ci a = b. Daci notam cu d(n) numarul divizorilor numéarului
natural nenul n, atunci produsul divizorilor lui a este va¥@. Intr-adevir, grupand
a

fiecare divizor d al lui a cu §, care este tot un divizor al lui a, obtinem ca

2
0@ = - & =T[a-TT% = TT¢ - TTe = (Hd) |
dla dla dla dla dla dla

Analog, produsul divizorilor lui b este V), Daca a si b au acelasi produs al
divizorilor, atunci a®® = p?®). Trebuie, evident, ca a si b si aiba aceiasi factori
primi. Presupunem ca d(a) < d(b) si notdm cu a; si b; exponentul unui factor
prim p; in descompunerea in factori primi a lui a, respectiv b. Trebuie sa avem
a; - d(a) = b; - d(b), adica a; > b; pentru orice i. Atunci b | a, deci d(b) < d(a),
contradictie. Analog se ajunge la contradictie deca d(a) > d(b). Ramane, deci, ca
d(a) = d(b) si atunci a¥® = p¥® implica a = b.

Problema 2. Determinati cel mai mic numar natural £ cu urméatoarea proprietate:

Oricum alegem k numere naturale diferite si coprime doud cate doud din mulfimea
M ={1,2,3,...,2018}, cel putin unul dintre numerele alese este numdar prim.

Viad Robu

Solutie. Nudrul cerut este 16. Mai intai vom ardta ca este posibil sa alegem 15
numere care sunt coprime si diferite doua cate doud din multimea M astfel incat
niciunul si nu fie prim. Pentru aceasta, vom alege numerele 1, 22, 32, 52, 72, 112,
132,172,192, 232,292, 312, 372, 412 si 432. Este evident ca sunt verificate conditiile
impuse.

Sa presupunem acum cd am putea alege 16 numere diferite din M, oricare doua
coprime, astfel incat niciunul din ele si nu fie prim. Cel putin 15 din aceste numere
sunt diferite de 1. Fie a1, ao,...,a15 > 1 15 asemenea numere. Fiind mai mari ca 1,
ele sunt compuse. Fie p; cel mai mic divizor prim al lui a;. Atunci a; > p?, pentru
orice i. Cum toate numerele a; sunt coprime, toate numerele p; sunt diferite. Insa
primele 15 numere prime sunt 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
de unde deducem ca cel mai mare dintre p;-uri este cel putin 47, dar atunci a;-ul
corespunzitor este cel putin 472 > 2018, contradictie!



Problema 3. Fie ABCD un trapez isoscel in care AB este baza mare si BC =
CD = DA. Construim un romb KLMN astfel incat K € (AB), L € (BC),
M € (CD) i N € (DA).

Demonstrati ca ZDAB = /ZKNM.

Viad Robu

Solutia 1. Pasul I. Vom arata ¢ DN = BL si AN = CL.
In triunghiurile M DN si KBL stim ¢ MN =KL, sin MDN = sin K BL (deoarece
cele doud unghiuri sunt suplementare) si, intrucat DM || BK si MN || KL,
unghiurile ZDMN si Z/BKL sunt congruente sau suplementare. In orice caz,
sin DMN = sin BKL. Aplicim Teorema sinusurilor in cele doua triunghiuri si
obtinem
MN DN . KL BL

smnMDN _ sinDMN ° sinKBL sinBKL
Conform observatiilor anterioare, obtinem DN = BL. Cum AD = CB, obtinem
sica AN = CL.

Pasul II. Aratam ca AN = DM = CL si DN =CM = BL.
Fie M, punctul de pe segmentul (CD) pentru care AN = DM, = CL. Atunci
DN = CM,y = BL. Dar atunci triunghiurile AN DM, si AMyC'L sunt congruente
din cazul de congruentd L.U.L., deci MyN = MyL. Cum mediatoarea segmentului
[N L] poate intersecta dreapta C'D in cel mult un punct, deducem ca M = M,.
Triunghiurile NDM si MCL sunt congruente, deci m(ZNML) = 180° —
m(LDMN) — m(LDNM) = m(LNDM) = m(LADC). Acestea fiind spuse,
m(LKNM)=180° — m(ZNML)=180° — m(LADC) = m(/DAB).

Solutia 2. Daca O este punctul de intersectie a diagonalelor rombului, h este
inaltimea trapezului, iar C’, L', M’', N', O’ sunt proiectiile punctelor C, L, M, N, O
pe dreapta AB, atunci OO" = MM'/2 = h/2 ¢i LL' + NN’ = 200" = h. Daca
notam cu L” poiectia lu L pe dreapta C'D, atunci LL” = h — LL' = NN’, deci
triunghiurile LL"C i NN'A sunt congruente (C.U.). Rezultd ca AN = CL (si
AD = LB).

Patrulaterul NOK N’ este inscriptibil (in cercul de diametru [NV K]), deci
m(LKNM) =2m(LKNO) = 2m(ZKN'O). Dar N'N” = h = 200’ i O’ mijlocul
lui [N'L'] implica N’, O, L" coliniare, deci 2m(ZKN'O) = 2m(LL'N'L"). Avem
AN' = CL" = C'L’/, deci AC" = N'L'. Atunci triunghiurile ACC" si N'L"L’ sunt
congruente (C.C.), deci m(LKNM) =2m(LL'N'L") = 2m(£LBAC) = m(£DAB)
deoarece, triunghiul AC'D fiind isoscel, avem L/CAB = /DCA = Z/DAC.



Problema 4. Fie n > 4 si ay, as, ..., a, numere nenegative. Demonstrati ca
(a1 +az + a3)2(a2 + a3+ a4)2 oo (@ +an + a1)2(an +a; + a2)2 >

2" (a1 + as)*(ag +as)’ - ...+ (an_y + an)*(an + a1)>.

Cand are loc egalitatea?

Solutie. Ardtam cd pentru orice a,b,c,d > 0 are loc dubla inegalitate (a + b +
)2(b+c+d)? > (a+b+c+d)?(b+c)? > 4(a+b)(c+d)(b+c)?, cu egalitate daca
ad=0sgi,inplus,a+b=c+dsaub=c=0.

Intr-adevar, prima inegalitate revine la (a-+)(d+x) > x(a+d+z), unde v = b-c.
Aceastd inegalitate este evidentd. Inegalitatea a doua rezulta din (u + v)? > 4uw
scrisd pentru u = a + b, v = ¢ + d si inmultita apoi cu (b + ¢)? > 0. Asadar dubla
inegalitate de mai sus este demonstrata. Scriind atunci ci (a; + ;41 +aiy2)* (a1 +
a;y2 + ai+3)2 > 4(&1 + OJZ'+1)<CL¢+1 + ai+2)2(ai+2 -+ Gi+3), Vi= 1,_71 (HldlCll sunt luapi
modulo n) si inmultind aceste relatii obtinem concluzia.

Egalitate avem daca cel putin una din inegalitatile de mai sus este 0 > 0 sau daca
avem egalitate in fiecare din ele.

Egalitatea are loc dacd avem trei 0-uri consecutive (indicii sunt luati modulo n)
sau alterneaza O-uri cu numere nenule (egale) - variantd posibila numai daca n este
par.

Intr-adevir, dacs avem doi de 0 consecutivi atunci revenind la ecuatie trebuie si
avem trei de ( consecutivi.

Daca nu avem doud 0-uri consecutive, trebuie ca, pentru orice secventa a, b, ¢, d, e
de numere cu indici consecutivi (modulo n) sa avem ad = 0 i a + b = ¢+ d. Daca
d =0, din be = 0 gi e # 0 rezultda b = 0, deci O-urile vin din 2 in doi. Din conditia
b+ c = d+ e rezultd ca numerele nenule sunt si ele egale. Prin urmare, daca n este
par, mai avem egalitate gi dacd xor = 0 §i 29r11 = ¢ > 0 pentru orice k sau invers,
iar daca n este impar, atunci nu avem alte cazuri de egalitate.



