
Problema s«pt«m¥nii 123

a) Exist« 14 numere naturale consecutive, fiecare din ele divizibil cu cel put�in unul
din numerele prime p din intervalul 2 ≤ p ≤ 11?
b) Exist« 21 numere naturale consecutive, fiecare din ele divizibil cu cel put�in unul
din numerele prime p din intervalul 2 ≤ p ≤ 13?

Olimpiad« SUA, 1986

Solut�ie:

a) R«spunsul este nu.
S« ignor«m cele 7 numere pare. Dintre celelalte, cel mult trei sunt divizibile cu 3,
cel mult dou« sunt divizibile cu 5, cel mult unul cu 7 �si cel mult unul cu 11. Avem
a�sadar c« 7 numere impare consecutive pot fi divizibile cu numere din mult�imea
{3, 5, 7, 11} numai dac« primul �si ultimul din cele 7 numere sunt divizibile cu 3
(altfel nu avem 3 numere impare divizibile cu 3). Dar atunci cele dou« numere im-
pare divizibile cu 5 nu mai pot fi diferite de acestea dou« (nu avem numere impare
nedivizibile cu 3 care s« fie la distant�« 10), deci nu putem avea �si 3 multipli impari
de 3 �si doi multipli impari de 5 (diferit�i de ace�stia), deci nu putem avea 14 numere
cu proprietatea din enunt�.
b) R«spunsul este da.
Dac« not«m c ele 21 de numere consecutive n − 10, n − 9, . . . , n + 10, alegem n
divizibil cu 2, 3, 5, 7, deci cu 210. Atunci, dintre cele 21 de numere, numai n− 1 �si
n+1 nu sunt divizibile cu niciunul din numerele 2, 3, 5, 7. Alegem n ≡ 0 (mod 210),
n ≡ 1 (mod 11) �si n ≡ −1 (mod 13). Conform Teoremei chineze�sti a resturilor,
aceast« alegere este posibil«. Pentru aceast« alegere, fiecare din numerele consec-
utive de la n− 10 la n+ 10 este divizibil cu cel put�in unul din numerele prime de
la 2 la 13. De fapt, condit�iile de mai sus conduc la n = 9450, adic« la numerele de
la 9440 la 9460. Acestea sunt chiar cele mai mici numere cu proprietatea din enunt�.

Problem of the week no. 123

a) Do there exist 14 consecutive positive integers each of which is divisible by one
or more primes p from the interval 2 ≤ p ≤ 11?
b) Do there exist 21 consecutive positive integers each of which is divisible by one
or more primes p from the interval 2 ≤ p ≤ 13?

USAMO, 1986

English solutions can be found on AoPS or here.
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h424767p2403859
http://mks.mff.cuni.cz/kalva/usa/usoln/usol861.html

