Problema sdptamanii 111

Pentru un numar natural N, notdm cu py cel mai mare numar prim mai mic
sau egal cu N. O mutare constd din inlocuirea numéarului N cu numarul N — py.
Repetam aceastd mutare pana cind obtinem 0 sau 1. Dacad obtinem 1, numarul
initial se numegte bun, iar daca se ajunge la 0, numarul se numegte rau. De ex-
emplu, 95 este bun deoarece 95 — 6 — 1. Demonstrati ca cel putin un sfert si cel
mult o juméatate din numerele de la 1 la 1000000 sunt bune.

Olimpiada Sankt Petersburg, 2010

Solutie:

Pentru majorare, sa remarcam ca daca n este bun, atunci n — 1 este rau. Intr-
adevar, daca din n s-au scazut, pe rand, niste numere prime si s-a ajuns la 1,
atunci aceleagi numere prime se vor scidea i din n — 1 gi se va ajunge la 0 (din
acelagi numar de pasi). Intr-adevir, daci din n am putut scidea numarul prim p
farda si obtinem 0, atunci il vom putea scadea si din n — 1, iar rezultatul obtinut
va fi cu 1 mai mic. Continuand procedeul, vom ajunge sa scadem aceleagi numere
prime gi sa obtinem 0.

Alternativ, se putea observa cii daci n este bun, atunci n + 1 este rau. Intr-adevir,
fie n 4+ 1 este prim gi atunci se ajunge direct la 0, fie din n + 1 se scade acelasi
numar prim ca in cazul lui n si se obtine un numar cu 1 mai mare. Continuand
procedeul, fie cadem pe parcurs peste un numar prim gi atunci ajungem direct la
0, fie efectuam aceiasi pagi ca si pentru n si ajungem astfel la 2 si de acolo la 0.

Pentru minorare, aratdm prin inductie tare dupa k ca, pentru n = 2k, printre

k
numerele 1,2, ..., 2k avem cel putin 5] + 1 numere bune.

Pentru k£ = 1 afirmatia este evidenta. Presupunand-o adevirata pentru 1 < j <
k, sa o demonstram pentru k£ 4+ 1. Fie p cel mai mare numar prim mai mic
decat 2k. Atunci p este impar, iar printre numerele 1,2,...,p — 1 sunt cel putin

-1
[pT} + 1 numere bune. Numerele p,p+ 1, ..., 2k vor fi reduse dupa primul pas

2k —p—1

1
1 1 + 1 numere

la 0,1,...,2k — p. Printre aceste numere sunt cel putin [

2k —p—1

—1
bune. Asadar, avem cel putin lpT] +1+ l 1

} + 1 numere bune. Dar,

analizand paritatile lui b si k (cazul cel mai defavorabil fiind cel cu k par si

(p — 1)/2 impar) se arata ugor ci

1 % —p—1 k
{]JT}HJF[TP}JFD H+1,

de unde rezulti concluzia.



Problem of the week no. 111

For a positive integer N, let py denote the largest prime such that py < N. A
move consists of replacing N by N — py. We repeat this move until we get 0 or 1.
If we get 1 then N is called as good,, otherwise it is called bad. For example, 95 is
good because 95 — 6 — 1. Prove that at least one quarter and at most one half of
the numbers from 1 to 1000000 are good numbers.

Sankt Petersburg Olympiad, 2010, Grade 11, P4

Solution:

For the upper bound, just note that if a positive integer n is good then n — 1 is
bad. Or, alternatively, that n + 1 is bad.

A solution can be found on [AoPS.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1512852p8990113

