Problema saptamanii 105
Fie a, b, c lungimile laturilor unui triunghi. Demonstrati inegalitatile:

(a + b)Vab + (a + ¢)vac + (b + ¢)Vbe > %(a+b+c)2,
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Solutie:

Prima inegalitate:

Avem a + b > 2\/%, deci (a + b)\/% > 2ab si analoagele.

Pe de altd parte, a + b > c implica ac + be > ¢? si analoagele. Adunand aceste trei
relatii obginem 2(ab + bc + ca) > a® + b* + ¢, deci 4(ab + be + ca) > (a + b+ ¢)%.

1
Avem asadar (a+b)vab+ (a+c)y/ac+ (b+c)vVbe > 2(ab+be+ca) > 5 (a+b+c)*

Comentariu: Inegalitatea 2(ab + bc + ca) > a* + b* + ¢ pentru laturile unui tri-
unghi este foarte cunoscuta. Ea se poate demonstra usor si altfel:

e Facand substitutiile lui Ravia=x+vy,b=y+ 2, c =2+ x, unde x,y,z > 0 se
ajunge la 4(zy + yz + zx) > 0, ceea ce este evident.

e Daci a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci v/a, \/5, V¢ reprezinta
lungimile laturilor unui triunghi (chiar ascutitunghic). Scriind cu formula lui Heron
inegalitatea evidentd 16s®> > 0, unde s este aria acestui ultim triunghi, se obtine
tocmai inegalitatea de mai sus.

Inegalitatea a doua:

Numitorii inegalitatii ne sugereazi ci probabil /a, Vb, \/c sunt lungimile laturilor
unui triunghi. (De obicei numitorii sunt pozitivi. In plus, daci ei ar putea fi aproape
de 0, respectivele fractii ar putea deveni foarte mari, ceea ce ar constrazice inegal-
itatea.)

Acest lucru se demonsteaza foarte usor: a + b > ¢ implica a + b + 2v/ab > ¢, adica
(va+ vb)? > (v/¢)?, de unde /a + Vb > \/c.

Ficand atunci in triunghiul de laturi v/a, Vb, v/c substitutiile lui Ravi, avem
Va=z+y, Vb=y+z =24z adicia = (x4y)%, b= (y+2)?, ¢ = (z+ )2
Inlocuind in inegalitatea din enunt, aceasta devine

V222 + 21y + 272 — 2yz+ V2y2 + 2zy + 29z — 2x2+ V222 + 222 + 2yz — 2xy <
2x 2y 2z -

Conform inegalitatii dintre media aritmetica si media patratica, este suficient sa
demonstram ca
202 + 20y + 202 — 2yz 2 4+ 2xy + 2z — 2wz 222 4 222 + 2yz — 2ay
+ + <
412 492 422

3,



adici
3.

TY + 2xr — Yz Zt+axy—zx zx+yz—x
Y = ) 4 Y yg i 1/22 Y <
Eliminand numitorii se ajunge la inegalitatea lui Schur m? + n® + p® + 3mnp >
m?n + m?p 4+ n®m + n?p + p?*m + p*n scrisd pentru m = xy, n = yz, p = zo. Cum
xy,yz,zx > 0, egalitate avem daca xy = yz = zx, deci dacd x = y = z, ceea ce
revine la a = b = c.

Despre substitutiile lui Ravi:

Desi conoscute de multa vreme, ele poarta numele lui Rav: Vaki care le-a folosit
la pregatirea lotului Canadei in anii 1990.

Foarte des se foloseste urmatoarea teorema:

Teorema: a, b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi daci si numai daca exista
x,y,z>0astfel incat a=or+y, b=y + 2, c =2+ x.

Teorema se poate justifica algebric sau geometric.
. . . +c—1> +b— b+c—
Algebric: Rezolvand sistemul, ob{inem x = ¢ ; LY = a4 5 C, z= #.

a+b+c o : :
— ot p, semiperimetrul triunghi-

ului, apoi scazand succesiv ecuatiile se obtin x = p—0,y =p—c, 2 = p — a.
Daca a, b, ¢ sunt lungimi de laturi de triunghi, atunci z,y, z > 0. Reciproc, daca
a=x+y,b=y+z,c=z+x,cux,y,z>0,atuncia+b=x+y+y+z>zr+z2=c
si analoagele, deci a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi.

Geometric: (prima implicatie)

Daca in triunghiul ABC, BC = a, CA =b, AB = ¢, notand cu A’, B’, C' punctele
de contact ale cercului inscris cu laturile BC, C'A, respectiv AB, avem AB' =
AC" =z, BA = BC' =z, CA'=CB' =y, atunci a = BC = AC' + BC' = x +y,
b=CA=CB'+BA=y+z2c¢c=AB=AC"+C'B=z+u.

(Adunand ecuatiile se obtine x +y + z =
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Solution:
The first inequality:
From a+b > 2v/ab, it follows that (a+b)v/ab > 2ab and we also obtain two similar

!'Mai multe despre Ravi Vakil puteti citi jaicil


https://en.wikipedia.org/wiki/Ravi_Vakil

inequalities.

On the other hand, a + b > ¢ leads to ac + bc > c?. Also, bc + ca > ¢ and
ab+ ca > a®. Adding these inequalities yields 2(ab + bc + ca) > a® + b? + ¢, hence
4(ab+bc+ ca) > (a+b+c)?.

1
In conclusion: (a+b)vab+ (a+c)y/ac+ (b+c)vVbe > 2(ab+be+ca) > 3 (a+b+c)?.
For the second inequality see here.
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