Lectie juniori, lot restrans,15-05-2018

Algebra,principiul extremal,inegalitati
Marius Miinea!

Problema 1. Fie a > 1 astfel incat aricare ar fi m,n € N* cu n divide m, rezulta ca
[na] | [ma]. Demonstrati ca a este numar natural.

Solutie. Presupunem prin absurd ca a ¢ N. Atunci exista n € N astfel incat na ¢ N,

deci {na} > 0. Fie b € N* maxim astfel incat {na} <  , deci {(n+1)a} > 1;4%1( De fapt

b~ [ﬁ] ). Atunci 1 < (b+1)na — (b+1)[na] <1+ ;. Luand m = (b+ 1)n obtinem ci

[ma] = (b+ 1)[na] + 1 nu se divide [na|, contradictie.

Problema 2. Fie p > 5 un numar prim si X = {p —n?| n este natural nenul, n* <
p}. Demonstrati ca X contine doud elemente diferite x i y cu x # 1 i x|y.

Solutie. 1) Presupunem ci 1 € X. Rezultd ca pentru un anumit n € N, par , p = n?+1.
Atunci = 2n §i y = n? verificd conditia deoarece 2n = (n? +1) — (n — 1) = p — n? si
y=mn?=p— 1%

ii) Daca 1 ¢ X, fie n cel mai mare numar natural nenul astfel incat n* < p, (n = [\/p])
,r=p-—nisiy=p—(r—n): Avemy =p—n?+2nr—2? =z(1+2n—2x),v # 1,z € X.

E suficient sa aratam ca g € X adica 1 < | —n| < n.

Daca prin absurd |z —n| =0 atunci x = n =p —n? = p =n(n + 1), fals.

Pe de alti parte din definitia lui n rezultd cip < n2+n+1"B" p < n2+n =
|z —n|=|p—n®—n| <n, qed

Problema 3. Numerele de la 1 la 101 sunt scrise pe o tabla intr-o ordine aleatoare.
Demonstrati ca putem sterge 90 de numere astfel incat numerele ramase sa formeze un
sir monoton.

Solutie. Fie L,, lungimea maxima a unui sir crescator care se termina cu m si R,,
lungimea maxima a unui sir descrescator care incepe cu m. Pentru orice doua numere
k nu puem avea in acelasi timp Ly = L,, si Ry = R,, pentru ca: daca k > m si k e
inaintea lui m, Ry > R,,; daca k > m si k e dupa m m, L,, < L. Deci daca prin
absurd max(L,,, R,,) < 10 atunci am avea 101 perechi distincte (L, R,,) care ar trebui
sa se afle printre 10 - 10 = 100 posibilitati, contradictie.Asadar exista m astfel incat
max (L, Ry) > 11, c.c.t.d.

Observatie: Generalizarea este o problema a lui Erdos si Szekeres care afirma ca :
Daca avem un sir de mn + 1 numere naturale distincte, atunci exista cel putin un subsir
crescator cu mai mult de n elemente sau cel putin un subsir descrescator cu mai mult de
m elemente.
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Problema 4. Gasiti toate multimile finite A de numere naturale nenule cu cel putin

2
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2 elemente astfel Incat pentru orice elemente a,b € A,a > b sa avem
a JR—

Solutie. Fie m, M cel mai mic respectlv cel mai mare element din A. Atunm m_ >
m = 2m > M. Daca M, M1 = M,
<

atunci M? — MM; — M? = 0 care nu are solutii intregi. A§adar Mj\fl = M1 & 2M,
M = 2M; < M < 2m, deci m = My si M = 2m. Asadar A = {k, 2k]k e N*}.
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Problema 5. Aflati n > 0 natural astfel incat vl e N*.

[Vn]? +2
Solutie. Fie m = [y/n],n =m? + k, k < 2m. Atunci

(m*+k)? +1 (k—2)2+1
C om2+2 Cm2r2
Dar (k—2)2+1 < (2m—2)2+1 = 4m2—8m+5 < 4(m2+2). Rezults & 2+2 Le{1,2,3).
) (k=22+1=m?+2= (k—-2-m)(k—24+m)=1m=0 sik—2=+]1, fals.
i) (k—22+1=2m>+4< (k-2 -2m?=3= (k—2)=0( mod 3) =
(k —2)? =2m? = 0( mod 9),fals.
i) (k—2)24+1=3m*+6= (k—2)?—3m? =5= (k —2)> =2( mod 3), fals.

In concluzie nu exista numere cu aceasta proprietate.

=m?+ (2k —2) + €N

Problema 6. Fie A;A; ... Ayys un poligon convex cu toate varfurile in puncte lat-
iceale(de coordonate intregi in reperul xOy), care are doua diagonale ce se intersecteaza
in O(0). Daca S[A1As ... Ayng] = 1009 atunci exista patru varfuri ce formeaza un par-
alelogram de arie 2.

Solutie. Aplicand teorema lui Pick | % + 14— 1 = 1009 si deoarece b > 2018,7 > 1
deducem ca avem agalitati, b = 2018,7 = 1. Daca AC §i BD sunt diagonalele din
enunt aplicand din nou teorema lui Pick triunghiurilor AAOB, ABOC, ACOD, ADOA
deducem c# toate au aria 2 3, diagonalele AC' i BD se injumatatesc deci ABCD este
paralelogram de arie 2.

Problema 7. Varfurile unui pentagon convex sunt puncte laticeale. Demonstrati ca
aria pentagonului este cel putin g

Solutie. Din Principiul Cutiei exista doua varfuri care au coordonatele de aceeasi
paritate, deci mijlocul segmentului respectiv se afla in interiorul pentagonului. In fine
aplicand teorema lui Pick , S > 3 5+1—1=3, cct.d

Problema 8. Aratati ca daca a,b,c > 0, atunci

(Ba+b+c)?  (Bb+c+a)?  (3c+a+b)?
202+ (b+c¢)?2 202+ (c+a)?  2¢2+ (a+b)?

B
-2

Solutie. Deoarece inegalitatea este omogena putem presupune ca a + b+ ¢ = 1;



i) Daca exista unul dintre numere cel mult egal cu % , sa zicem a < %, atunci

4 4a®+4a+1 11 4b%+4b+1 11 4c?+4ct1 : 11 11 4 25
5——20,———>0———20dec12§7+7+§<3

3aZ—2a-+1 2 T 322641 = 0 2 3—2c+1 :
. y . 2 20a—1)(3a—1 : :
ii) Dacd a,b, ¢ > 55 atunci 24> — ggi;‘gﬁ = (6(§a21(2§+1)) > 0 si analoagele deci

< w =2 cetad

Observatie. , ,
Se poate ariita ca pentru a,b,c > 0,0 < ¢ < 2+ /6 avem > 2‘331{’;?)2 < (‘Hj) .

Problema 9. Fie a,b,c > 0 si a®? + b* + ¢ > 3. Aratati ca
(a+b+c)* > 9(ab+ be + ca)

Solutie. Cand cele trei variabile sunt multiplicate prin ¢ > 1, LH S se multiplica prin
t3 iar RH S prin t2. Deci e suficient sa demonstram inegalitatea in cazul a? 4 b + ¢ = 3.
Intr-adevir, notand s = a+b+c = ab+bc+ca = = si inegaliatea devine s3 > @ &
(s — 3)%(25 + 3) > 0, adevarat.
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Problema 10. Demonstrati ca daca numerele naturale a < b < ¢ < d verifica ad = bc,

atunci ,
@ —d > a4 2
a
5 =

Solutie. Observam cd (a — d)* = (a + d)? — 4bc > (a + d)* — (b+ ¢)* = [(a + d) —
(b+c)](a—|—b+c+d);. Notam b=a+z,c=a+vy,d=a+ z,x,y, 2 € N* gi obtinem:
ala+z) = (a+x)(at+y) = az=alz+y)+zy >alz+y) =z2>c+y=z2>c+y+1=
a+d>b+c+1;[2] Din[1]si[2]rezults (a—d)?>>1-(a+a+14+a+2+a+3)=4a+6.
In fine deoarece 4a + 6 si 4a + 7 nu sunt patrate perfecte obtinem ci (a —d)* > 4a + 8,
c.c.t.d.

Problema 11. Fie P = { Py, P, ..., Psp1s} 0 multime de 2018 puncte in interiorul unui
cerc de raza 1 si centru P;. Pentru fiecare k = 1, 2..., 2018 notam cu z,, distanta de la Py
la cel mai apropiat punct din P dar diferit de acesta. Aratati ca :

(21)% + (@2)” + ... + (22018)> < 9

Solutie. Desendm cercurile C; cu centrele in F; si raza 7. Este ugor de vazut ca aceste
cercuri au interioarele disjuncte. Presupunand contrariul:  Int(C;) N Int(C;) # 0,
rezulta P P; < xi;xj < max{w;, z;}, contradictie cu minimalitatea lui z; si x; .

Intrucét fiecare cerc are raza cel mult % (pentru ca P, P; < 1), toate aceste cercuri cu
interioarele disjuncte sunt continute intr-un cerc de centru P, si raza % Rezulta ca suma

ariilor discurilor cu frontiera C; este mai mica decat aria discului de centru P si raza % ,
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. xT= o . “ . .
prin urmare > w5 < 72. De aici rezultd concluzia problemei.

Problema 11. Fiind dat un numar natural nenul n sa se gaseasca cel mai mare
numar nenegativ f(n) ( care depinde de n) cu urmatoarea proprietate: ,,Pentru orice
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numere reale ay, as, . .., a, avand suma a; + as + ... + a, un numar intreg exista un anumit
i € {1,2,...,n} astfel incat |a; — 1| > f(n)".

Solutie.

i) Dacd n par, luand a; = 3,7 = 1,n,> a; = 2 este intreg si | a; — 1/2 |= 0 > f(n),
deci f(n) =0 in acest caz.

ii) Daca n impar ) | a; —1/2 | >| > a; — 5 |> 1/2 deci exista j € {1,2,...,n} astfel
incat | a; —1/2 |> 1/2n asadar f(n) > 1/2n.

Dacd a; = 1/2 + 1/2n pentru i = 1,n,| a; — 1/2 |= 1/2n pentru toti ¢ = 1,n in
concluzie f(n) =1/2n .

Probleme propuse

Problema 1. Fie a,b,c,d > 0 cu abcd = 1. Aratati ca

1 1 1 1
> 1
Gta? T30 T Ure2 " xap~

Problema 2. Fie a,b,c € R cu a® + b + ¢3 = 24. Atunci
at+ bt +ct =2 > (a+b+c—2)2+16
Problema 3. Daca a, b, c sunt numere reale nenegative , atunci
9(a* + 1)(b* + 1)(c* + 1) > 8(a?b*c® + abc + 1)?

Problema 4. Numerele naturale de la 1 la 100 sunt aranjate in mod arbitrar pe un
cerc. Pentru fiecare trei numere aranjate consecutiv se calculeaza suma lor. Sa se arate
ca printre astfel de sume exista doua a caror diferenta este mai mare decat 2.

Problema 5. Pe o pista circulara sunt n masini identice. Ele au impreuna o cantitate
de benzina care ajunge unei singure masini sa faca un tur complet. Demonstrati ca exista
0 magina care poate sa faca un tur complet, luand benzina de la masinile intalnite in
drum.

Problema 6. Fie m,n € N* i S o submultime cu (2™ —1)n+1 elemente ale multimii

{1,2,...,2™n}. Sa se arate ca S contine m + 1 elemente distincte ag, a1, ..., a,, astfel
incat ay_1|ay pentru orice k =0,1,...,m.
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