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Clasa a VIII-a

Problema 1. Demonstrati ca daca pentru un n € N* numarul 1 + 2" + 4" este
prim, atunci n = 3*, unde k € N.

VITORIOLIMPICI.RO

Solutia 1: Fie n = 3* .y, unde k € N si (r;3) = 1. Demonstram ci numéarul
p=1+2"+4" se divide la numirul ¢ = 1 + 23 + 43", Evident ci
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deci 22" =1 (mod g).

Dacit 7 = 35+ 1, atunci n = 3* (mod 3*+1), de unde 2" = 23" (mod ¢) si 4" = 4%
(mod ¢); deci p=1+ 23" +43" = ¢ =0 (mod ¢), adici ¢|p.

Dacd r = 3s + 2, atunci n = 2 - 3¥ (mod 3*™), de unde 2n = 3* (mod 3*™); deci
p=1+2"+43 = ¢ =0 (mod ¢), adici q|p.

Asgadar, in ambele situatii am obtinut ca ¢|p si, cum p este prim, iar ¢ > 1, de-
ducem ca p = ¢ si in concluzie n = 3*.

Solutia 2: Vom arita mai intai ca z2 4+ 2 + 1 divide 2% + 2* + 1 daca k nu este
multiplu de 3.

Daca k = 3j + 1, j € N, aratam ca 22* — 22 e divizibil cu 2® — 1, deci cu
2?2 + x + 1, iar 2% — z este divizibil cu 2® — 1, deci cu 22 + z + 1. Rezulta ca
gi diferenta 2?* — 22 — (2F —2) = (2® + 2F + 1) — (2?2 + 2 + 1) este divizi-
bild cu 22 + x + 1 si, in fine, 22 + 2% + 1 este divizibil cu 22 + 2 + 1. Cum
2% — 2% = (2 — 2) (2% + ), este suficient si demonstram ci 2% — x este divizibil
cuz®—1. Ori 2% —z = 2((2®) — 1) =2(2® = 1)(@¥ 3+ 2% 0+ . +2°+1),
este divizibil cu 2 — 1.

Analog se arata ca daca k = 3j + 2, cu j € N, atunci z
divizibile cu 23 — 1.
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Asadar, daci n nu e putere a lui 3, atunci n = 3 -7, cu (r,3) = 1, r > 1, iar
4" 42" 41 este divizibil cu 43" 4+ 23" +1 si mai mare ca acesta, deci nu este prim.
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Problema 2. Aflati valoarea minima a expresiei F(z,y) =

atunci cand z,y > 0.



Solutie: Vom arata ca minimul cautat este 6.
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Din inegalitatea mediilor, F(z,y) > 2\/
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3 +16 > 3(2* +4), adicd z° — 322 +4 > 0. Avem 2® —22% —2? +4 = (v — 2)2® —
(x=2)(z+2) = (x-2)(2?—2-2) = (z—2)(x* -2z +2—2) = (x —2)*(z+1) > 0,
cu egalitate daca si numai daca x = 2. Asadar E(z,y) > 2v/3 -3 = 6, cu egalitate
daca (si numai daca) r =y = 2.

Aratam ca > 3, cu egalitate daca © = 2. Aceasta inegalitate se scrie

Observatie: O alta cale de a demonstra ca E(z,y) > 6, Vz,y >0 este urmatoarea:
23+ 16 y3+16>x3+16 y3+16>
y?+4 0 2?4+4 7 2244 y?P44 T

Din inegalitatea rearanjamentelor avem

3+3=6.

Problema 3. Ana si Bogdan joaca un joc pe o tabla 1 x n impartita in n patratele
numerotate de la stanga la dreapta cu 1,2, ..., n. Initial, in patratelul 1 este plasat
un pion. Ana gi Bogdan muta alternativ. Ana muta prima. La fiecare mutare,
jucatorul aflat la rand poate muta pionul fie cu 53 de patratele la dreapta, fie cu
doua patratele la stanga. (Nu sunt permise mutari prin care pionul sa paraseasca
tabla de joc.) Castiga jucatorul care plaseaza pionul pe patratelul cel mai din
dreapta, cel cu numarul n. Care din cei doi jucatori are strategie de castig daca
n = 20177 Dar daca n = 20187

Solutie:

Daca n = 2017, Bogdan are strategie castigatoare. Daca Ana muta 53 la dreapta,
Bogdan muta 2 la stanga (poate muta astfel!), iar dacd Ana muta 2 la stanga,
Bogdan muta 53 la dreapta (atata timp cat poate). Astfel, dupa fiecare pereche de
mutari, pionul avanseaza cate 51 de patratele la dreapta ajungand la 1+ 39 -51 =
1990 (fara sa treaca prin 1964 de unde s-ar fi putut castiga direct). Acum nu
mai este (deocamdata) loc pentru mutari de 53 la dreapta, deci obligatoriu ambii
jucatori muta pionul cu 2 la stanga pana cand, dupa mutarea lui Bogdan, pionul
ajunge la 1966. Ana e obligata sa mute la 1964, iar Bogdan cagtiga mutand la 2017.

Daca n = 2018, Ana este cea care are strategie catigatoare. Fa muta (obligata)
la 54, apoi muta invers decat a mutat Bogdan la precedenta sa mutare. Astfel, in
fiecare pereche de mutari ,,Bogdan urmat de Ana”, pionul avanseaza cu cate 51
pana cand ajunge, dupa 38 de perechi de mutari, la 54 + 38 - 51 = 1992. De aici
se muta obligat cu cate 2 inapoi pana la 1964 (mutarea Anei). Acum orice muta
Bogdan, Ana face invers, mutand pionul la 2015. De aici iarasi se coboara obligat
pana la 1965, unde se ajunge prin mutarea lui Bogdan. (Acest lucru se poate vedea
scriind efectiv pasii sau analizand modulo 4.) Atunci Ana poate muta la 2018 si
cagtiga.



