
Problema s«pt«m¥nii 100

Fie ABC un triunghi ascut�itunghic, H ortocentrul s«u, iar TA, TB, TC picioarele
��n«lt�imilor din A, B, respectiv C. Fie P punctul de intersect�ie a dreptelor TATC �si
BTB. Perpendiculara din P pe BC intersecteaz« dreapta AB ��n Q. Dac« dreptele
ATA �si QTB se intersecteaz« ��n punctul N , demonstrat�i c« N este mijlocul segmen-
tului [AH].

baraj OIM, Ungaria

Solut�ia oficial« 1:

Cum ATCHTB este patrulater inscriptibil, folosind c« PQ ‖ ATA, deducem c«
^TCQP ≡ ^TCAH ≡ TCTBH ≡ ^TCTBP , de unde rezult« c« �si patrulaterul
QTCPTB este inscriptibil.
Segmentul [AC] se vede at¥t din punctul TC c¥t �si din punctul TA sub unghi drept,
deci ATCTAC este tot inscriptibil.
Astfel m(^QTCP ) = m(^ATCTA) = 180◦ − m(^C) �si, cum QTCPTB este in-
scriptibil, rezult« c« m(^QTBP ) = m(^C).
De aici rezult« c« triunghiul ATBN este isoscel c«ci m(^TBAN) = m(^CATA) =
90◦ −m(^C) = m(^ATBH)−m(^QTBP ) = m(^ATBN).
�Ins« TB se afl« pe cercul de diametru [AH], iar N este un punct de pe [AH] pentru
care NA = NTB, lucru care se ��nt¥mpl« dac« �si numai dac« N este mijlocul lui
[AH].

Solut�ia oficial« 2:

Din asem«narea triunghiurilor TAAC �si TBAH rezult« c« m(^TBHA) = m(^C)
a�sa ��nc¥t, din PQ ‖ ATA, rezult« c« ^TBPQ ≡ ^C.
Deoarece patrulaterul TBHTCA este inscriptibil, deci ^TBTCQ ≡ ^TBTCA ≡
^TBHA ≡ ^C, de unde rezult« c« TBPTCQ este inscriptibil.
Acum ar«t«m c« N se afl« pe cercul circumscris triunghiului TATBTC care nu este
altul dec¥t cercul lui Euler. S« demonstr«m a�sadar c« patrulaterul TATCNTB este
inscriptibil: avem ^TATCTB ≡ ^PTCTB ≡ ^PQTB ≡ ^TANTB.
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Se �stie c« cercul lui Euler cont�ine mijloacele segmentelor care unesc ortocentrul cu
v¥rfurile triunghiului. De aici rezult« c« N ��njum«t«t�e�ste segmentul [AH].

Solut�ia 3: (Radu Lecoiu)
Fie Q �si R punctele ��n care dreapta PQ intersecteaz« dreptele BC, respectiv
AC. Folosind PQ ‖ ATA �si ATCTAC inscriptibil, obt�inem ^ACTC ≡ ^ATAP ≡
^TAPR ≡ ^QPTC , de unde rezult« c« patrulaterul CPTCS este inscriptibil �si,
deci, ^PSTC ≡ ^PCTC .
Din SR ⊥ BC �si BP ⊥ CS rezult« c« P este ortocentrul triunghiului CBS, deci
^SCP ≡ ^SBTB (complementare cu ^CSB). Dar ^ACTC ≡ ^ABTB (comple-
mentare cu ^BAC), deci, prin sc«dere, ^TCCP ≡ ^TCBS.
A�sadar ^TCCP ≡ ^TCBS ≡ ^PSTC . Rezult« c« SQ este tangent« cercului cir-
cumscris triunghiului BTCS. Obt�inem c« QS2 = QTC ·QB. Dar ^QPTC ≡ ^QBP ,
ceea ce arat« c« QP este tangent« cercului circumscris triunghiului BTCP , de unde
obt�inem c« QP 2 = QTC ·QB. A�sadar, QS = QP , iar din triunghiul TBSP , ��n care
AH ‖ SP �si QS = QP , rezult« c« AN = NH.

Am primit mai multe solut�ii calculatorii (Cezar Tulceanu, David Andrei Anghel).
O prezent«m pe cea dat« de Titu Zvonaru pentru c« ea folose�ste un rezultat in-
teresant (relat�ia (2)), util de �stiut.

Solut�ia 4: (Titu Zvonaru)
Deoarece triunghiurile BTAH �si BTBC suntasemenea,avem

BTA

BTB

=
HTA

CTB

(1).

Folosind rapoarte de arii, relat�ia (1) �si faptul c« ctg A = tg (^HCTB) =
HTB

CTB

,

obt�inem

PH

PB
=

[PHTA]

[PBTA]
=

HTA sin(^HTATC

BTA sin(^BTATC)
=

HTA cosA

BTA sinA
=

CTB cosA

BTB sinA
=

HTB

BTB

(2).

Not«m cu HB simetricul lui H fat�« de TB. Din (1) �si (2) rezult« c«

AQ

QB
=

HP

PB
=

HTB

BTB

=
TBHB

BTB

,

de unde rezult« c« QTB ‖ AHB. Deducem c« NTB este linie mijlocie ��n triunghiul
AHBH, deci N este mijlocul segmentului [AH].

�In fine, Titu Zvonaru ne propune �si urm«toarea generalizare surprinz«toare a prob-
lemei s«pt«m¥nii 100:

Fie ABC un triunghi ascut�itunghic �si ATA, BTB, CTC trei ceviene concurente ��ntr-
un punct M . Fie P punctul de intersect�ie a dreptelor TATC �si BTB. Paralela prin P

2



la ATA intersecteaz« dreapta AB ��n Q. Dac« dreptele ATA �si QTB se intersecteaz«
��n punctul N , demonstrat�i c« N este mijlocul segmentului [AM ].

Problem of the week no. 100

Let ABC be an acute triangle, H its orthocenter, and TA, TB, TC the feet of the
altitudes from A, B, and C, respectively. Let P be the intersection point of the
lines TATC and BTB. The perpendicular through P to BC meets the line AB at Q.
If N is the intersection points of lines ATA and QTB, prove that N is the midpoint
of the line segment AH.

TST Hungary

Official solution 1:

As the quadrilateral ATCHTB is cyclic, using the fact that PQ ‖ ATA, we deduce
that ^TCQP = ^TCAH = TCTBH = vaaTCTBP , which shows that the quadrilat-
eral QTCPTB is also cyclic.
The line segment AC is seen both from TC and TA under a right angle, hence
ATCTAC is a cyclic quadrilateral as well.
Thus ^QTCP = ^ATCTA = 180◦ − ^C and, since QTCPTB is cyclic, it follows
that ^QTBP = ^C.
It follows that the triangle ATBN is isosceles because ^TBAN = ^CATA =
90◦ − ^C = ^ATBH − ^QTBP = ^ATBN .
But TB lies on the circle of diameter AH, and N is a point on the line segment
AH for which NA = NTB, which is a property that only the midpoint of AH has.
Thus, N is the midpoint of the line segment AH.

Official solution 2:

From the similarity of triangles TAAC and TBAH it follows that ^TBHA = ^C
and, from PQ ‖ ATA, it follows that ^TBPQ = ^C.
As the quadrilateral TBHTCA is cyclic, we have ^TBTCQ = ^TBTCA = ^TBHA =
^C, which shows that TBPTCQ is cyclic.
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Now we show that N lies on the circumcircle of triangle TATBTC which is actually
the Feuerbach circle (or Euler circle) of triangle ABC. Let us prove that the quadri-
lateral TATCNTB is cyclic: we have ^TATCTB = ^PTCTB = ^PQTB = ^TANTB.
It is knows that the Feuerbach circle passes through the midpoints of the line seg-
ments joining the orthocenter to te vertices of the triangle. It follows that N is the
midpoint of the line segment AH.

A very interesting extension is proposed by Titu Zvonaru:

Let M be a point in the interior of the acute triangle ABC. Lines AM , BM ,
CM meet the sides BC, CA, AB at TA, TB and TC , respectively. Lines TATC and
BTB meet at P . The line parallel through P to ATA intersects the line AB at Q. If
ATA and QTB intersect at Q, prove that N is the midpoint of the line segment AM .
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