Problema saptamanii 100

Fie ABC un triunghi ascutitunghic, H ortocentrul sau, iar T4, T, T picioarele
indltimilor din A, B, respectiv C'. Fie P punctul de intersectie a dreptelor T4 T si
BTg. Perpendiculara din P pe BC' intersecteaza dreapta AB in (). Daci dreptele
ATy si QT se intersecteazi in punctul N, demonstrati ci N este mijlocul segmen-
tului [AH].
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Solutia oficiala 1:

Cum AT-HTpg este patrulater inscriptibil, folosind ca PQ || AT4, deducem ca
TcQP = <IcAH = ToTgH = <ITgP, de unde rezultda ca si patrulaterul
QTcPTg este inscriptibil.

Segmentul [AC] se vede atat din punctul T¢ cat gi din punctul T4 sub unghi drept,
deci ATcT4C este tot inscriptibil.

Astfel m(<QTcP) = m(<ATTs) = 180° — m(<«C) si, cum QTPTg este in-
scriptibil, rezulta ca m(<QTsP) = m(<C).

De aici rezulta ca triunghiul ATgN este isoscel ciaci m(<TpAN) = m(<CAT,) =
90° — m(<C) = m(<ATgH) — m(<«QTpP) = m(<ATgN).

Insd T se afla pe cercul de diametru [AH], iar N este un punct de pe [AH] pentru
care NA = NTpg, lucru care se intampld dacid si numai dacid N este mijlocul lui
[AH].

Solutia oficiala 2:

Din aseménarea triunghiurilor TAAC si T AH rezultd ca m(<TsHA) = m(<C)
asa incat, din PQ || AT4, rezultd ca <IpPQ = <C.

Deoarece patrulaterul Tg HTo A este inscriptibil, deci <IgTcQ) = <IBTcA =
<{ITgHA = <«C, de unde rezultd ca T PT() este inscriptibil.

Acum aratdam ci N se afld pe cercul circumscris triunghiului T4TgT care nu este
altul decat cercul lui Euler. Sa demonstram asadar ca patrulaterul T4ToNTp este
inscriptibil: avem <T'h\ToTg = <PlcTp = <PQTp = <I'yNTp.



Se stie ci cercul lui Euler contine mijloacele segmentelor care unesc ortocentrul cu
varfurile triunghiului. De aici rezultd cd N injumatategte segmentul [AH].

Solutia 3: (Radu Lecoiu)

Fie @) si R punctele in care dreapta P(Q) intersecteazid dreptele BC', respectiv
AC. Folosind PQ || ATx si ATcTAC inscriptibil, obtinem <ACTy = <AT4P =
<T4PR = <QPTg, de unde rezulta cd patrulaterul CPT¢S este inscriptibil i,
deci, <PSTy = <PCTp.

Din SR 1 BC si BP 1 CS rezulta ca P este ortocentrul triunghiului C'BS, deci
<SCP = <«SBTg (complementare cu <CSB). Dar <ACTy = <ABTg (comple-
mentare cu <BAC), deci, prin scadere, <T-CP = <T¢BS.

Agadar <TCP = <IBS = <PST¢. Rezulta ca SQ este tangenta cercului cir-
cumscris triunghiului BT¢S. Obtinem ca QS? = QT¢-QB. Dar <QPT. = <QBP,
ceea ce arata ca QP este tangenta cercului circumscris triunghiului BT¢ P, de unde
obtinem cad QP? = QT - QB. Asadar, QS = QP, iar din triunghiul T5SP, in care
AH | SP ¢i QS = QP, rezultd ca AN = NH.

Am primit mai multe solutii calculatorii (Cezar Tulceanu, David Andrei Anghel).
O prezentam pe cea data de Titu Zvonaru pentru ci ea foloseste un rezultat in-
teresant (relatia (2)), util de gtiut.

Solutia 4: (Titu Zvonaru)
Deoarece triunghiurile BTy H si BTpC suntasemenea,avem

BTsy HTy4 0
BTy CTy '

HTg

Folosind rapoarte de arii, relatia (1) gi faptul ca ctg A = tg (<HCTB) = T,
B

obtinem

PH  [PHT,] HTasin(<HT4To HTjpcosA  ClTgcosA  HTp

PB ~ [PBT4] BTasin(<BTsTg) BTasinA  BlgsinA  BTp

(2).

Notam cu Hp simetricul lui H fatd de Tg. Din (1) si (2) rezulta ca

AQ HP HTp TpHp
QB PB BTz BTy’

de unde rezultd cad QT || AHp. Deducem cd NTjg este linie mijlocie in triunghiul
AHgpH, deci N este mijlocul segmentului [AH].

In fine, Titu Zvonaru ne propune gi urmatoarea generalizare surprinzatoare a prob-
lemei saptamanii 100:

Fie ABC un triunghi ascutitunghic si AT4, BTg, C'T¢ trei ceviene concurente intr-
un punct M. Fie P punctul de intersectie a dreptelor T'hT¢ si BTg. Paralela prin P
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la AT intersecteaza dreapta AB in (). Daca dreptele AT, si QT's se intersecteazi
in punctul N, demonstrati cd N este mijlocul segmentului [AM].

Problem of the week no. 100

Let ABC be an acute triangle, H its orthocenter, and Ty, Tg, T the feet of the
altitudes from A, B, and C, respectively. Let P be the intersection point of the
lines T'4T and BTg. The perpendicular through P to BC meets the line AB at Q).
If N is the intersection points of lines ATy and QTs, prove that N is the midpoint
of the line segment AH.

TST Hungary

Official solution 1:

As the quadrilateral ATcHTp is cyclic, using the fact that PQ || AT, we deduce
that <T QP = <IcAH =TT H = vaalsTg P, which shows that the quadrilat-
eral QT PTpg is also cyclic.

The line segment AC' is seen both from T and T4 under a right angle, hence
ATcTAC is a cyclic quadrilateral as well.

Thus <QTcP = <AT:T, = 180° — <«C and, since QT PTg is cyclic, it follows
that QQTBP = <C.

It follows that the triangle ATgN is isosceles because <IgAN = <CAT, =
90° — <«C = <ATgH — <QTgP = <ATgN.

But T's lies on the circle of diameter AH, and N is a point on the line segment
AH for which NA = NTp, which is a property that only the midpoint of AH has.
Thus, N is the midpoint of the line segment AH.

Official solution 2:

From the similarity of triangles T4AC and TgAH it follows that <ITgHA = <C
and, from PQ || AT}y, it follows that <TpPQ = <C.

As the quadrilateral T HI- A is cyclic, we have <TgTc(Q) = <IgTcA = <IgHA =
<, which shows that Tg PTc(Q is cyclic.



Now we show that N lies on the circumcircle of triangle T4 Ts T which is actually
the Feuerbach circle (or Euler circle) of triangle ABC. Let us prove that the quadri-
lateral TATcNTB 18 CYCliCI we have QTATcTB = <[PTOTB = <IPQTB = QTANTB.
It is knows that the Feuerbach circle passes through the midpoints of the line seg-
ments joining the orthocenter to te vertices of the triangle. It follows that N is the
midpoint of the line segment AH.

A very interesting extension is proposed by Titu Zvonaru:

Let M be a point in the interior of the acute triangle ABC. Lines AM, BM,
CM meet the sides BC, CA, AB at T, T and T, respectively. Lines T4 T¢ and
BTg meet at P. The line parallel through P to AT, intersects the line AB at Q. If
AT4 and QT intersect at (), prove that N is the midpoint of the line segment AM.



