Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia

105" + 211Y = 106”.

Solutie:
Avem 105* = 1 (mod8), 211 = 3 (mod8), deci 211Y = 1,3 (mods).
Atunci 105" 4+ 211¥ = 2 (mod8) pentru y impar, si 105% + 211Y = 4 (mod8)

daca y este par.

Obtinem astfel ca z < 2, caci, daca am avea z > 2, ar rezulta ca 106* =
0 (mod8), evident fals.

Se verifica ugor ca pentru z = 0 nu avem solutii, iar daca z = 1 avem
doar solutia x =1, y = 0.

Pentru z = 2 rezulta y = 0 sau y = 1. deoarece y < z. Daca y = 0 nu
obtinem solutii, iar daca y = 1 rezulta x = 2.

Asadar ecuatia are doua solutii: t =2=1,y=0gic=2=2,y=1.

Problema 2. Daca a,b > 0 si a® + b® > 2 atunci
a’?+ b >a+0b.
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Solutie:
Ardtam ci 2(a? + b?)% > (a® + b%)(a + b)3. (Practic ,,omogenizam”, adica
facem ca expresiile din cei doi membri sa fie de acelasi ,,grad”, 6.) De aici
concluzia rezultd ugor: 2(a*+b%)% > (a*+b3)(a+0)* > 2(a+b)* = (a®+b?)3 >
(a+b)? = a*+b*>a+b.

Inegalitatea de mai sus revine la (a — b)*(a® + ab + b?) > 0, evident
adevarata.
Egalitatea are loc daca gi numai daca a =b = 1.

Cum se ajunge la descompunerea de mai sus?

Dupa desfacerea parantezelor, inegalitatea de demonstrat revine la a® —
3a®b + 3a*b? — 2a3b® + 3a%b* — 3ab® + b° > 0. Observam ci expresia este
simetrica in a si b gi ca avem egalitate daca a = b. Fortam atunci factorul
comun a — b:
a® —3a’b+ 3a*b? — 2a3b3 + 3a?b* — 3ab® + b° = a® — a®b — 2a°b+ 2a*b? + a*V? —
a*b® — adb® + a?b* + 2a?b* — 2ab® — ab® + 05 = (a —b)(a® — 2a*b+ a®b* — a?V* +
2ab* — b°) = (a—b)[a®(a® — 2ab+b?) — b3(a® — 2ab+b?)] = (a —b)3(a® —b3) =
(a — b)*(a® + ab + b?).



Problema 3. Fie A un punct in interiorul unui cerc, diferit de centrul
cercului. Consideram toate coardele care trec prin A, cu exceptia diametru-
lui care trece prin A. Determinati locul geometric al intersectiei perechilor
de tangente la cercul dat in capetele fiecarei coarde.

Solutie:
Fie O centrul si R raza cercului. Considerand cateva pozitii particulare ale
coardei intuim ca locul geometric este o dreapta perpendiculara pe dreapta
OA (sau parte a unei asemenea drepte). Fie [BC] o coarda variabila care
trece prin A si M mijlocul ei. Notam cu P intersectia tangentelor in B i C' la
cerc. Atunci PO?—PA? = R*+PB%?—~PA? = R>4+MB?>-MA? = 2R?*—-0A?
care este constant (nu depinde de coarda aleasa). Fie X proiectia punctului
P pe OA. Atunci XO? — XA? = PO? — PA? = 2R? — OA? > 0 (pentru
cda OA < R), deci XO > XA i (XO - XA) (X0 + XA) = 2R* — 042,
adicd OA(2X A+ OA) = 2R? — OA% Rezultd ci X A este constant si, cum
X € OA\ (OA, X este fix, nu depinde de pozitia punctului P. Asadar orice
punct P cu proprietatea din enunt se gaseste pe perpendiculara in X pe OA.

Reciproc, aratam ca orice punct de pe aceasta dreapta apartine locului
geometric.
Fie X ca mai sus si P un punct oarecare de pe perpendiculara in X pe OA.
Tangentele din P la cerc intersecteaza cercul in B si C. Fie M proiectia
lui A pe PO. Aratam cd A in BC. Avem PO? — PA? = XO? - XA? =
2R? — OA? = 2R%? — AM? — OM?. Dar PO? — PA? = R?> + PB? — PA? =
R?> + PB? — PM? — AM?, deci R? — OM? = PB? — PM?, ceea ce arata ca
BM 1 OP, cu alte cuvinte B € AM (A i B se afla pe perpendiculara in
M pe OP). Analog rezulta C € AM, de unde rezulta A € BC, deci locul
geometric cautat este drepta perpendiculara in X pe OA.




a
Problema 4. a) Exista pentru orice numar rational 7 niste numere
a
rationale x1, o, ..., z, astfel incat xy-x9-...- 2, = 1 ix1+29+---+2, = 7 ?
a

b) Exista pentru orice numar rational 7 niste numere rationale x1, zs, ..., x,

a .
7 sizy+x0+---+x, =17
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astfel incat xy - x5 -... 2z, =

Solutie:

1
a) Daca % > 0, putem presupune a,b > 0 si lua numerele 20, TR ,2b, %

(cate 2a din fiecare) si —1 de 4ab ori. Produsul numerelor va fi 1, iar suma

1 a
1 fi2al?2 — | —4ab = —.
or va a(b—i—2b) ab 2

Daca % < 0, alegem scrierea gasita mai sus pentru —% > 0 gi schimbam sem-
nul la fiecare dintre numerele alese. Fiind un numar par de numere, suma isi
schimba semnul, iar produsul ramane egal cu 1. In fine, pentru % = 0 putem
luaxy=20=1, 23=24 = —1.

b) Alegand unul dintre numere egal cu 2, celelalte trebuie sa aiba produsul

b

a
1 gi suma 1— 7 Conform punctului a), putem alege celelalte numere in mod

convenabil.



