Problema 1. Determinati numerele prime p si ¢ pentru care p?+3pq+q?
este patrat perfect.

Solutie:

Fie r € N* astfel incat p® + 3pq + ¢*> = r%. Dacd p # 3 si ¢ # 3, atunci
am avea p? + 3pq + ¢° = 2(mod3), fals deoarece r? # 2(mod3).
Fie deci p = 3, de unde se obtine ecuatia ¢ + 9¢ + 9 = 2, sau

(29 —2r +9)(2¢g +2r +9) = 45.

Rezulta 2q + 2r +9 = 15 sau 2q + 2r + 9 = 45, de unde ¢ + r = 3, fals
sauq+r=18gi2¢—2r+9 =1, adicaqg=7.
Asdar, din simetrie, avem solutiile: p=3,¢g=7Tsip="7, ¢ =3.

Problema 2. Daca a,b,c > 0 si abc = 1, atunci are loc inegalitatea:

a2+b2+62+c2+c2+a2< bt
a C.
(l4+b4 b4+C4 c4+a4_

Solutie:

Din inegalitatea dintre media aritmetica si media patratica,

bl

z+y 2 +y2
2 S 2

aplicatd numerelor z = a® > 0 gi y = b > 0, rezulta 2(a* + b*) > (a? + b?)?
si cum (a? + b%)? > 2ab(a® + b?), se obtine 2(a* + b*) > 2ab(a® + V?), adica

a2+ 1
at+ bt = ab’
si analoagele.
Sumand acum ciclic cele trei inegalitati de tipul anterior va rezulta ca

a?+b b4 02+a2<1+1+1 bt
— 4+ —4+—=q c.
at+bvt b+t A +at T ab be  ca

Cazul de egalitate are loc daca si numai daca a =b=c=1.

Problema 3. Fie M mijlocul laturii [AC| a triunghiului ABC. Daca
exista punctul N € (BM) astfel incat ZBAN = ZBCN, atunci aratati ca
triunghiul ABC' este isoscel.
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Solutie:

Fie T si P simetricele punctelor B si respectiv NV fata de punctul M.



Atunci patrulaterele ABCT si ANCP sunt paralelograme. Deci AB =
CT,BN =TPsi ZABN = ZCTP; prin urmare triunghiurile ABN si CT P
sunt congruente (L.U.L.). Asadar ZBAN = ZBCN = ZTCP.

Deci, in triunghiul BCT, CN si C'P sunt izogonale si, din teorema lui
Steiner, obtinem

BN BP BC*
TN TP (COT?

de unde rezulta g—gj = 1 ¢i prin urmare BC' = CT. Cum aveam i AB = CT
concluzionam ca AB = BC, adica triunghiul ABC este isoscel.

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. Se considera 2n bile. Pe
fiecare din aceste bile este scris cate un numar. Presupunem ca, oricum am
grupa aceste 2n bile in n perechi, exista doua perechi care au aceeasi suma.
(a) Aratati ca pe patru dintre bile este scris acelagi numar.

(b) Aratati ca pe bile sunt scrise cel mult n — 1 numere distincte.
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Solutie:

(a) Daca pe bile sunt scrise numerele a; < as < ag < ... < ag,, formam
perechile {ay,as}, {as,as}, ..., {agn_1,a9,}. Evident, avem a; + as <
az + ay < ... < a1 + as,. Cum printre sume exista doua egale, vor
exista si doua consecutive egale, asj_1 + ag; = agj41 + agj42. Dar cum
agj—1 < ag; < agjy1 < agje, rezulta ca trebuie sa avem egalitate peste
tot adica Agj—1 = Q25 = A2j41 = A2j42.

(b) Presupunem ca ar exista n valori distincte by < by < ... < b, scrise
pe bile. Aranjam si celelalte numere (egale sau nu cu celelalte n) in or-
dine crescatoare: ¢; < ¢o < ... < ¢,. Formand grupele {by,c}, {bs, 2},
..oy {bn, s}, obtinem sumele distincte by + ¢; < by + 2 < ... < b, + ¢y,
ceea ce contrazice ipoteza. Asadar putem avea cel mult n— 1 valori distincte.



