Problema 1. Fie n un numar natural astfel incat n 4+ 1 se divide cu 24.
Aratati ca suma divizorilor lui n este divizibila cu 24.

Solutie: Avem n = —1 (mod24), deci divizorii lui n sunt de forma:

d=+1 (mod12) sau d = £5 (mod12),

adicd d*> = 1 (mod24). Un patrat perfect nu este congruent cu —1 mo-
dulo 24 (sau modulo 3), deci n nu este patrat perfect. Deducem ca putem
grupa divizorii lui n in perechi de forma (d, %) in care d # 4. Atunci suma
divizorilor lui n este:

m=Si= 3 (a+f)= ¥

dln dln, d<\/n d|n, d<\/n

Cum n+d* = —1+1=0 (mod24) si (d;24) = 1, rezultd, in final, ci
24 | o(n).

Problema 2. Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incat abc = 1.
Demonstrati ca

(T4+a)(1+b)(1+c") > (1 +a)(1+b)(1+c).

Solutia 1:
Pentru orice z,y > 0 avem

(1+2*) (149 > (14 zy)’ (1)

(din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz sau observand ca inegali-
tatea revine dupa efectuarea calculelor la inegalitatea evidenta a2 +y? > 2y,
satisfacuta cu egalitate daca z = y).

Folsind (1) pentru = = a? si y = b? obtinem (1+a*)(1+0*) > (14 a?b?)?,
cu egalitate dacd a = b. Analog se obtin relatiile (1+56*)(1+¢*) > (14%c?)?
si (14 (14 a*) > (14 c2a?)?. Inmultind aceste trei relatii obtinem

[(L4+a) 1+ + ] > [(1+a)(1+ 0*P) (1 + Fa®)]. (2)

Folosind acum (1) pentru z = ab, y = be si conditia abc = 1 obtinem

(1+a*?*)(1+b°c*) > (1+ab-bc)* = (1 +b)>

Analog se obtin inegalitatile (1+b*c*)(1 + c*a®) > (1 +¢)* si (14 c*a®)(1 +
a?b?) > (1 + a)?. Inmultind aceste inegalititi obtinem

[(1+a*?)(1+ ) (1 + ?a®)]? > [(1 4+ a)(1 +b)(1 + o)]?, (3)
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care combinat cu (2) conduce la
[(1+a")(1+6) 1+ = [(1+a) 1+ D)1+ ),

de unde rezulta inegalitatea din enunt.
Egalitatea are loc daca si numai daca a =b=c=1.

Solutia 2:
Desfacem parantezele, folosim ca abc = 1 gi reducem termenii asemenea.
Ajungem la a* + b* + ¢t + (ab)* + (be)* + (ca)* > a+b+c+ab+be+ ca. Dar
folosind inegalitatea cunoscutd z% + y* + 22 > xy + yz + 2z mai intai pentru
x =A% y = B? z = C? apoi pentru x = AB, y = BC, z = C'A obtinem
A+ B*+C* >

(AB)?*+(BC)*+(CA)? > AB-BC+BC-CA+CA-AB = ABC(A+B+C).

Folosind aceasta relatie pentru A = a, B = b, C' = ¢ si apoi pentru A = ab,
B = be, C = ca, obtinem a* + b* + ¢* > abc(a +b+¢c) = a+b+csi
(ab)* + (be)* + (ca)* > (abc)*(ab + be + ca) = ab + be + ca care adunate
conduc la inegalitatea din enunt. KEgalitatea are loc daca si numai daca
a=b=c=1.

In incheiere va propunem si urmatoareageneralizare: aratati ca daca
n € N si a, b, ¢ sunt numere reale pozitive astfel incat abc = 1, atunci

(14 a™™M A+ "1+ > (1 +a™) (14 b0")(1+ ).

Problema 3. In tetraedrul M ATE existi punctele coplanare B, C, F, G,

MC  EG
B e (ME), C € (AM), F € (AT), G € (ET), astfel incat a0 = ar si
AF = FT. Aratati ca ariile triunghiurilor BC'F' si BGF sunt egale.

Mihaela Berindeanu

Solutie:

M E
Fie a = (BCFQG) i ¢ ¢_

Y AC T oT T
Din teorema lui Menelaus in spatiu rezulta ca

MC  EG . AF
AC _ oT Y FT

MC AF GT BE

AC FT EG MB -

= 1 rezulta ca

Tinand cont ca

BE.

MB
7 = 1, adica M B =

Rezulta atunci ca d(M,«) = d(FE,«), deci concluzia este echivalenta cu a



arata egalitatea volumelor v(MCBF) si v(EBGF).
Deoarece AF = F'T', avem
1
v(MEFT)=v(MEAF) = §U<MATE) (1).

PQZEFG . EG . k

C = =
b Arrr ET k+1

, lar BM = BE, rezulta ca

d(M,(AET)) =2-d(B, (AET)),

deci
v(BEFG) k1 @
o(METF) k+1 2
MC MC k. MB 1 . e ko1
Avem — =k = =-,d = N
Ve TN T A T 1Y ME T 2 Y s kErl 2

inél‘gimea din F fiind aceeasi, rezulta ca

o(MCBF) k1

o(MAEF)  k+1 2 (3)

Din (1), (2) si (3) rezulta v(BEFG) = v(MCBF), de unde concluzia.

Problema 4. Fie M o multime formata din sase numere naturale nenule
a caror suma este 60. Aceste numere sunt scrise pe fetele unui cub, cate un
singur numar pe fiecare fata. O mutare consta din a alege unul din varfurile
cubului si a aduna 1 la numerele scrise pe cele trei fete care contin respectivul
varf. Pentru cate multimi M este posibil ca, dupa o succesiune de asemenea
mutari, sa facem ca numerele scrise pe cele sase fete ale cubului sa fie egale?

Olimpiada Cehia, 2011

Solutie:

Fie ABCDA'B'C'D’" cubul. Notam cu a suma dintre numerele scrise pe
fetele ABCD gi A’B'C'D’, cu b suma numerelor scrise pe fetele ABB'A’ si
CDD'C’ gi cu ¢ suma numerelor scrise pe fetele ADD'A’ si BCC'B'. Initial
avem a+ b+ c = 60. La fiecare mutare, a creste cu 1, b creste cu 1 si ¢ creste
cu 1. Intr-adevir, fiecare mutare afecteazi cate una din doui fete opuse.
Pentru ca la final sa putem obtine acelagi numar pe fiecare fata (lucru care
implicd a = b = ¢), este necesar ca si la inceput sa avem a = b = ¢, deci
a=b=c=20.

Reciproc, aratam ca aceasta conditie este suficienta: daca suma numerelor
de pe fiecare pereche de fete opuse este 20, putem face ca toate numerele de
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pe fete sa devina egale. Iata cum. Sa observam ca oricum am alege cate o
fata din fiecare pereche, cele trei fete alese au un varf comun, deci putem
mari cu 1 numarul de pe fiecare din cele 3 fete alese. Fie atunci m cel mai
mare numar scris la inceput pe vreuna din fete. Facem mutari pana cand
obtinem m pe fiecare fata. Alegem din fiecare pereche de fete opuse cate una
pe care este scris un numar mai mic ca m. (Cand pe o fata numarul scris
a devenit m, facem numai operatii care maresc numarul de pe fata opusa
acesteia). Cele trei fete au un varf comun, deci putem mari numerele de
pe cele trei fete alese cu 1. Nu putem ramane fara mutari pentru ca daca
dintr-o pereche nu mai putem alege nicio fata, atunci pe fiecare din ele este
scris m, deci suma numerelor scrise pe cele doua fete opuse este 2m. Cum
insa sumele pe perechile de fete opuse sunt mereu egale, rezulta ca si sumele
celelalte sunt tot 2m, deci pe si celelalte fete este scris tot m. Dupa 2m — 20
de mutari toate numerele vor fi egale cu m. (Similar, am putea face ca dupa
20 de mutari pe fiecare fata sa fie scris numarul 20.)

Asadar M este reuniunea a trei perechi disjuncte care au proprietatea ca
suma numerelor din fiecare pereche este 20. Perechile sunt trei din urmatoarele
9: {1,19}, {2,18}, {3,17}, {4,16}, {5, 15}, {6,14}, {7,13}, {8,12} si {9, 11}.
Trebuie sa alegem trei dintre aceste perechi. In cate moduri putem face acest
lucru?! Vi indicam dous moduri de a face numérarea:

1. Putem numara babeste dupa cel mai mic element ales:

- cu perechea {1,19} sunt 7+ 6+ ...+ 1 = 28 de alegeri (7 care au al doilea
cel mai mic element 2, 6 care au al doilea cel mai mic element 3, etc)

- cu perechea {2, 18} (dar fara {1,19}) sunt 6 +5+ ... 4+ 1 = 21 de alegeri
(6 care au al doilea cel mai mic element 3, 5 care au al doilea cel mai mic
element 3, etc)

- cu perechea {3,17} (adica multimi M care au cel mai mic element 3) sunt
544+...41=15de multimi (5 care contin 3,17,4, 16, apoi 4 care contin
3,17,5,15, etc)

- si asa mai departe.

In final se obtin 28 + 21 + 15+ 10 + 6 + 3 + 1 = 84 de mulimi M.

2. Putem folosi regula produsului:

prima pereche, A, poate fi aleasa in 9 moduri, cea de-a doua, B, in 8 moduri
(din cele 8 perechi ramase), iar a treia pereche, C', in 7 moduri. Sunt 9-8-7
moduri de a face alegerea, insa deoarece AUBUC = AUCUB = BUAUC =
BUCUA=CUAUB=CUBUA, sunt cate sase alegeri care conduc la
aceeasi multime M, deci numarul obtinut trebuie impartit la 6. Rezultatul

9.-8-7
final este = 84.
'In clasa a X-a veti invita ci existda CF = 6%! = % = 84 de moduri de a alege
perechile.



