Problema 1. Numerele naturale a, b, ¢ si a* + b* 4+ ¢* — 3 sunt prime.
Aratati ca a® + b? + ¢ — 1 este numar prim.

Solutie:

(mod3). Deci, daca

Daca (a;3) = 1, atunci 3 | a® — 1 si deci a* = 1
= 0(mod3). Cumn >3

(abc;3) = 1, atunci 3 | n = a + b* + ¢* — 3 gi deci n
va rezulta ca n este compus, fals.

Agadar cel putin unul din numerele prime a, b, ¢ este egal cu 3. Din
simetrie, putem presupune ca a = 3, deci n = b* + ¢* + 78. Daca b si ¢ ar
fi ambele impare, atunci n ar fi par, si cum n > 2, am obtine ca n nu este
prim, fals. Prin urmare b si ¢ au paritati diferite, si cum ele sunt prime, din
simetrie, putem presupune b = 2. Rezultd n = ¢* + 96.

Daci (¢;5) = 1, atunci am obtine c¢& 5 | ¢* — 1 si atunci n = 0(mod5),
adica este compus, fals.

Prin urmare ¢ = 5, n = 179, de unde m = a® + b? + ¢* — 1 = 37, care este
prim.

Problema 2. Daca m si n sunt numere naturale astfel incat VT >
atunci are loc inegalitatea:
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Solutie: Din ipoteza rezultd 7n? — m? > 0. Vom arita ci urmaitoarele
egalitati nu sunt posibile:

m?—m?=1sg T*—m?>=2.

Cum m =Tk +r. cur € {0; £1; +2; +3}, rezultd cd m? = 0; 1;4(mod7),
prin urmare niciunul din numerele m? 4+ 1 si m? 4+ 2 nu este divizibil cu 7,

deci relatiile anterioare nu pot fi posibile.
Asadar 7n? — m? > 3, adica V7> —”mn2+3
Ramane astfel de aratat ca

m2+3>m2+1
n oomn

?

relatie echivalentd cu 3m? > 2m? + 1, evident adevarata.



Problema 3. Pe latura [AB] a patratului ABC'D se considera punctul
E astfel incat m(ZLADE) = 15°. Se construieste triunghiul echilateral EC'F,
al carui interior contine punctul D. Determinati masura unghiului ZF D A.
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Solutie:

Construim, in exteriorul patratului, triunghiul echilateral EDM. Atunci
m(LMDE) = 75° i m(LCDE) = 75°.

Prin urmare rezulta ADEM = ADEC (L.U.L.), deci ZEMD = ZECD.
Avem m(ZLAME) = 60° —m(LEMD) si m(£DCF) = 60° —m(LECD,), de
unde ZAMFE = /DCF.

Din congruenta AAEM = ADFC (L.U.L.) obtinem /MAE = ZCDF.
Asadar m(LCDF) = m(LMAE) = m(LMAD) + m(£DAE) = 150°.

Concluzionam ca m(ZFDA) = 120°.

Problema 4. Suma numerelor nenegative x1,xs,...,x7 este 1. Con-
sideram urmatoarele cinci sume: x; + x9 + T3, Ty + 3 + T4, T3 + T4 + T3,
T4 + x5 + X6, T5 + g + 7. Notand cu M valoarea celei mai mari din aceste
cinci sume, care este cea mai mica valoare posibila a lui M?
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Solutia 1: Valoarea minima a lui M este 3
1
Ea se atinge daca z1 = x4 = 7 = 3 si celelalte numere sunt 0.

A o o 1 o :
Presupunand ca ar fi posibil ca M < 3 am avea ca fiecare din cele 5 sume

L 1

este mal mica decat 3 Cum zy =1 — (z1 + 22+ x3) — (x5 + 26 + 77) > 3
contrazicem x + x3 + T4 < 3

Solutia 2: Sa consideram si sumele , lipsa”: x¢+ x7 4+ 1 $i T7 4+ T2 + 21.
Avem ca xg +x7 + 1 < (w5 + 26 +27) + (x1 + 220+ 23) < M+ M =2M.
Analog, x7 + 21 + 9 < (x5 + w6 + T7) + (T + 29 + x3) < 2M.
Atunci, pe de o parte, (x1 + T2 + x3) + (22 + 23+ 24) + (23 + T4 + 75) + (x4 +
x5+ x6) + (5 + 26 +x7) + (26 + 7+ 1) + (27 + 21 + 22) = 3(21 + 22 + 23+
I4+$5+I6+1’7> :3,
pe de alta parte, (x;+xo+x3)+ (va+3+24)+ (x3+ 24+ 25) + (x4 +25+26) +
(xs+aetar)+(ret+ar+a1)+(Tr+a1+29) < MAMAMA+M+M+2M+2M =



9M.

Deducem ca 9M > 3, adica M > Din analizarea cazului de egalitate

Wl =

(adica rezolvarea sistemului x; + xo + 23 = X9 + x3 + T4 = T3+ T4 + T5 =

) se

GV )

1
(E4+$5+Ilf6 :ZL‘5+.’B6—|—IE7: §, 236+IE7+ZU1 :ZE7+$1+Q§2 =

. . ) 1
constata ca aceasta valoare este atinsa daca si numai daca xy = x4 = x7 = 3’
$2:l‘5:l‘3:l’6:0.

Prin urmare, valoarea minima cautata a lui este 3



