Problema 1. Fie n un numar natural nenul si p un numar prim impar
astfel incat n|p — 1 si p|n® — 1. Demonstrati ca 4p — 3 este patrat perfect.

Solutie: Evident,n — 1 <p= (n—1;p) = 1.

Cum p|n® — 1= (n — 1)(n®* + n+ 1), obtinem c& p|n* +n + 1.

Vom demonstra cd p = n? +n + 1.

Fie p —1 = gn. Daca n < ,/p, atunci p < n? +n+1 < 2p, de unde
p=n?+n+1.

Daca n > /p, atunci ¢ < y/p. Prin urmare
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Numératorul ultimei fractii este congruent cu (—1)? — ¢ + ¢*> modulo p.
Deoarece (p;q) = 1, obtinem cd pl¢> —q+1. Dar ¢> —q+1<p—q+1<p,
contradictie.

Asadar p=n?+n+1, de unde 4p — 3 = (2n + 1)2.

Problema 2. Aratati ca pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ are loc
inegalitatea

a? b? c? 9
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Solutia 1:
Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz in forma prezentata in
materialul teoretic, obtinem
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Din inegalitatea lui Nesbitt:
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rezulta atunci imediat inegalitatea dorita.

Inegalitatea lui Nesbitt se demonstreaza cu inegalitatea din materialul teo-
retic, folosind ,,trucul” (prezentat la problema rezolvata nr. 3 din material)
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de a amplifica fiecare fractie cu numaratorul ei (pentru a face sa apara patrate
la numaratori).
Deorece in inegalitatea lui Nesbitt avem egalitate daca gi numai daca a =
b = ¢, iar pentru a = b = ¢ avem egalitate si in inegalitatea din enunt,
rezulta ca inegalitatea din enunt este satisfacuta cu egalitate daca si numai
dacaa=0b=c.

Solutia 2: Putem aplica inegalitatea lui Holder in urmatoarea varianta:
daca aqy, ag, as, by, by, b3, 1, co, c3 > 0, atunci

(a1 —+ b1 + Cl)<(l2 -+ bg + CQ)(CLg + b3 =+ Cg) a1a2a3 \/ 010263

a? b? c?
Astfel, (14+ 1+ )(a+b+c)<b+c + CEE +(a+b))

(\/ b+c \/ (c+a)? C2b)3> -
<b+c+c+a+a—|—b) Z(i)

conform inegalitatii lui Nesbitt (vezi solutia 1).
Impartind cu 3(a + b + ¢) obtinem inegalitatea din enunt.

Problema 3. Se considera triunghiul echilateral ABC i triunghiul BC'D
situate in plane perpendiculare. Fie M mijlocul segmentului [AD] si G cen-
trul de greutate al triunghiului ABC'. Daca DG L (M BC'), demonstrati ca
triunghiul BC'D este dreptunghic isoscel.

Mircea Fianu

Solutie:
Fie N mijlocul segmentului [BC]. Punctele A, G si N sunt coliniare, iar
AN 1 BC (1).
Din DG L (MBC) si BC C (MBC) rezulta BC L DG (2).
Din (1) si (2) rezulta ca BC' L (AND), deci, in triunghiul BCD, dreapta
DN este mediatoarea segmentului [BC|, prin urmare triunghiul BC'D este
isoscel, cu DB = DC.

AD

In triunghiul dreptunghic AND avem NM = - (3).

Daca P este mijlocul segmentului [AG] si {R} = DG N MN, atunci [PM]
este linie mijlocie in triunghiul ADG, de unde deducem ca [GR] este linie
mijlocie in triunghiul MNP, deci R este mijlocul segmentului [M N]. Cum

AD

DR 1 MN, rezulta ca triunghiul DM N este isoscel, ca DN = DM = -



(4).

Din (3) i (4) rezulta cd triunghiul DM N este echilateral.

In fine, sa observam ca triunghiurile ANC' i AN D sunt congruente (CU)
(avem [AN] latura comuna si m(<tACN) = m(<tADN) = 60°), deci ND =

B
NC = 5 adica triunghiul BC'D este dreptunghic in D.

Alte variante pentru demonstrarea afirmatiei ,,DG trece prin mijlocul lui
[MN]”:
1. Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul AM N taiat de transversala
D — R — G rezulta direct ca MR = NR.
2. Daca D’ este simetricul lui D fata de N, atunci DG trece prin mijlocul
lui [AD'] (G este centrul de greutate al triunghiului ADD’), iar M N || AD’
(linie mijlocie), deci DG trece si prin mijlocul lui [M N].

Problema 4. O bucata de cascaval de forma cubica are o coaja pe
fiecare din cele 6 fete ale sale. Ea este taiata prin 33 de taieturi, fiecare din
ele paralela cu cate una din fetele cubului, in mai multe bucati in forma de
paralelipiped dreptunghic. Stiind ca exact jumatate din bucatile de cagcaval
formate contin coaja, aflati numarul total de bucati.

Concursul Naboj, 2016

A se vedea problema 53.

Solutie:

Fie a, b, ¢ numarul de taieturi paralele cu fetele de sus si jos, stanga si
dreapta, respectiv fata si spate ale cubului.

Se formeaza (a+1)(b+1)(c+1) bucati de cagcaval. Pentru ca sa existe bucati
fara coaja trebuie ca a,b,c > 1. Numarul de bucati fara coaja este atunci
(@ —1)(b—1)(c —1). Asadar, conditia din enunt revine la a + b + ¢ = 33,
(a+1)(b+1)(c+1)=2(a—1)(b—1)(c—1).

Ultima relatie se scrie abc — 3(ab + bc + ca) + a + b+ c — 3 = 0, adica
abc—3(ab+bc+ca)+30 = 0, sau abc—3(ab+bc+ca) +9(a+b+c) — 27 = 240,
ceea ce revine la (a —3)(b—3)(c—3) = 240. Cazurile cu a < 3 (sau b < 3 sau
¢ < 3) nu convin. Intr-adevir, a = 2 ar obliga b = 2, ¢ = 240 (sau invers),
ceea ce ar contrazice a+b+c = 33. Asadar (a—3)(b—3)(c—3) = 240 = 21.3.5,
(a—3)+(b—3)+ (c—3) =24

e Daca numerele a — 3, b — 3, ¢ — 3 sunt toate trei pare, notand a — 3 = 2z,
b—3 =2y, c—3 = 2z, trebuie sa avem zyz = 30, v +y + z = 12. Exact
unul dintre numerele z,y, z este divizibil cu 5. Daca acesta ar fi 10, celelalte
ar trebui sa fie 1 si produsul ar fi 10, nu 30. Asadar unul din numere trebuie
sa fie b, iar celelalte doua sa aiba produsul 6 si suma 7, deci celelalte sunt
1 i 6. Asadar {x,y,z} = {1,5,6}, adica {a,b,c} = {5,13,15}, prin urmare
numarul total de bucati de cagcaval este (a+1)(b+1)(c+1) = 6-14-16 = 1344.
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https://math.naboj.org/problems_new.php?competition=55

e Daca exact unul dintre numerele a —3, b— 3, ¢— 3 este par, atunci el trebuie
sa fie divizibil cu 16. Suma numerelor fiind 24, rezulta ca numarul par este
exact 16, iar celelalte doua numere au produsul 15 si suma 8, deci sunt 3
si 5. Asadar {a — 3,b— 3, c — 3} = {3,5,16}, adica {a,b,c} = {6,8,19},
prin urmare numarul total de bucati de cagcaval este (a +1)(b+1)(c+1) =
7-9-20 = 1260.

In concluzie, problema are doua solutii: 1260 si 1344.



