Problema 1. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia

2" -3 =1.

Solutie: Daca y = 0 rezulta z = 1. Pentru y > 1 avem 1 4 3¥ = 2% i
modulo 3 obtinem ca x este par, deci x = 2u, cu u € N*. Rezulta ca

V=2 —1=(2"-1)(2"+ 1),

deci2¢ —1=3%2"+1=3" cua<bsia+b=y.
Scazand ultimele doua relatii obtinem

3¥-3"=2s3"3" - 1) =2,

si prin urmare a =0, b = y.
Decid? —1=2 deundey =1, u=1giz=2.
Asadar (z;y) € {(1;0); (2;1)}.

Problema 2. Fie x € R. Demonstrati c, dacd numerele a = 2® — z si

b = 2% + 1 sunt rationale, atunci = este rational.

Solutie: Daca x = 0 nu avem ce demonstra. Pentru x # 0, atunci avem
2

© = (22— 1) 5i 0 = (22 + 1)°, adicd

(12

b?—P =42? = 4(b— 1),
de unde (b—2)? = .
Pentru b = 2 obtinem a = 0 si deci z € {—1;0;1} C Q.
Daca b # 2, atunci rezultd z? = ﬁ, de unde |z| = ‘ﬁ‘ € Q, adica

x € Q.

Problema 3. Fie triunghiul ABC' dreptunghic in A, cu m(£LABC) =
30°. Bisectoarea unghiului ZC' intersecteaza pe AB in D. Notam cu F' si E
mijloacele laturilor [BC] si respectiv [AB]. Daca M € (FD) si S € (CD)
sunt puncte alese astfel incat AB = 4F'M = 4S5 M, atunci aratati ca ASLSFE.
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Solutie:

Triunghiul C' DB este isoscel, caci m(LACB) = 60° si deci m(ZDCB) =
m(£DBC) = 30° prin urmare CD = DB. Rezulta de aici ca triunghiul
F DB este dreptunghic in F', cu m(£ZDBF) = 30°, deci DB = 2F'D.



Analog, din triunghiul dreptunghic CAD, cu m(£LACD) = 30°, rezulta
DC = 2AD. Obtinem astfel ca F'D = AD.

Fie P mijlocul segmentului [AE]. Avem AP = 4E = 48 — ). Rezulta
ca PD = MD, ca diferenta de lungimi de segmente, respectiv congruente.

Prin urmare ASPD = ASM D (L.U.L.), de unde rezulta ca

SP:SM:FM:A—B:A—E.
4 2

Astfel SP = AP = PFE, adica triunghiul ASFE este dreptunghic in S si

in concluzie ASLSE.

Problema 4. Demonstrati ca oricum am colora numerele naturale cu
doua culori, rogu si albastru (fiecare numar fiind colorat cu una din cele
doua culori), exista trei numere naturale a, b, ¢ de aceeasi culoare astfel incat

b+c
a=—

Solutie: Presupunem ca nu exista a, b, ¢ ca In enunt. Aratam mai intai

ca exista n > 5 astfel incat n gi n+ 1 sa aiba aceeasi culoare. In caz contrar,
. : : . 5+9

culorile ar alterna gi 5,7,9 ar avea aceeasi culoare, iar 7 = —

Fie n > 5 si n + 1 doua numere de aceeasi culoare, sa zicem rosie; atunci

n — 1 gi n + 2 trebuie sa fie albastre. Atunci n — 4 si n + 5 sunt rosii, apoi

n — 3 gi n + 4 sunt albastre. Dar n 4+ 3 este media aritmetica a numerelor

n + 2 gi n + 4 care sunt albastre dar gi media aritmetica a numerelor n + 1

si n + 5 care sunt rosii, contradictie.



