Problema 1. Fie a, b, c numere rationale cu proprietatea ca

S B
a+bc b+ac a+b

Sa se arate ca numarul %i’ este rational.

Solutie: Prin calcul direct se obtine succesiv:

(a+b)Pc+ (a+b)?=ab(+1)+cla® + V) &

(a+b)* = ab(c—1)*.
Daca ¢ = 1 atunci relatia din ipotezi devine -1 + = = L fals. Deci

9 a+b b+a ~ a+b’
ab = (22)" si deci (¢ — 8)(c+ 1) = (=20
Prin urmare

c—=3 lc=3)(c+1) Ja—b]-|c—1]

— € Q.
c+1 c+1 (c+1)-|a+b Q

Problema 2. Numerele intregi si nenule a, b, ¢ verifica relatia

1 1 1
at+bt+ec==+-+-.
a b ¢

Aratati ca cel putin unul din numerele a, b sau ¢ are modulul egal cu 1.

Cristian Mangra, Bucuresti si Lucian Petrescu, Tulcea
Solutie: Presupunem ca |a| > 2 si [b] > 2 i |¢| > 2. Atunci
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sidecila+b+c| =1
Daca a, b si c ar fi impare, atunci

1 |+b+|<1+1+1 1
= | C —_ — —_ =
-3 3 3 ’

adica ar rezulta ca |a| = |b| = |c¢| = 3; de aici obtinem ca a + b + ¢ este
multiplu de 3, fals, caci |a + b+ ¢| = 1.

Daca doua dintre ele ar fi pare si al treilea impar, atunci am obtine
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1:m+b+d:‘a+—+z
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fals cata vreme 24+ 3+ 6 = 11 # 1.
Prin urmare unul din cele trei numere trebuie sa aiba modulul egal cu 1.

Problema 3. Fie AD inaltime in triunghiul ABC, cu D € [BC].
Determinati masura unghiului ZBAC), stiind ca lungimile segmentelor [AD],
[BD] si [C'D] sunt direct proportionale cu numerele 2, 3 si respectiv 10.

Sorana lonescu, Slobozia

Solutie:

Din ATD = % = % obtinem AD = 2a, BD = 3a si CD = 10a, cu
a > 0. Fie H € (BC) astfel incat BH = 5a si fie HF L BC, cu BC nu
separa punctele A gi F. Avem HF|AD, ambele fiind perpendiculare pe
BC. Cum HF = AD = 2a, obtinem ca HF AD este paralelogram; deoarece
m(£LDHF) = 90° si AD = DH = 2a rezulta ca HF AD este patrat, deci
m(LAFH) = 90° si AF = DH = 2a. Consideram E € FH, cu H € (FE)
si HE = a.

Avem m(/BHE) = m(£ZCDA) = 90° si 22 = ZE = 2 prin urmare
ABHE ~ ACDA, de unde ZHBE = ZDCA st m(£LABC) +m(£LACB) =
m(£LABC) +m(/Z/HBE) = m(£LABE).

Avem de asemenea ca ABHE = ACDA (cazul C.C.); rezulta de aici ca
AB = AFE si ZABD = ZAEF. Dar /DAE = ZAEF, de unde Z/DAFE =

/ZABD. Asadar
m(£LBAE) = m(£BAD) + m(£DAE) = m(£LBAD) + m(£LABD) = 90°,

si cum AB = AF, concluzionam ca triunghiul ABE este dreptunghic isos-
cel, de unde rezulta ca m(£LABE) = m(£LABC) + m(£LACB) = 45°, si deci
m(£LBAC) = 135°.

Problema 4. Pe tabla sunt scrise numerele de la 1 la 2018. O operatie
consta din a gterge doua numere naturale a > b de pe tabla si de a scrie
pe tabla catul impartirii cu rest a lui a la b. Dupa 2017 asemenea operatii
pe tabla ramane un singur numar. Aratati ca pentru orice numar natural
n € {1,2,3,...,2018}, exista o succesiune de 2017 asemenea operatii dupa
efectuarea carora pe tabla sa ramana numarul n.

prelucrare Andrei Eckstein

Solutie:

Exista diverse cai de a alege succesiunea de operatii. Iata un exemplu de
alegere.

e Daca n > 4 este impar, atunci n = 2k + 1 gi putem incepe prin a face
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operatiile: (2,3) — 1, (4,5) — 1, ..., (2k—2,2k—1) — 1, (2k,2k+2) — 1,
(2k+3,2k+4) — 1,...,(2017,2018) +— 1. Ramanem pe tabla cu numarul n
i in rest numai cu numere de 1. Oricum am face celelalte operatii, la sfarsit
pe tabla ramane numarul n.

e Daca n > 4 este par, atunci n = 2k si putem incepe prin a face operatiile:
(2,3) — 1, (4,5) — 1, ..., 2k — 2,2k — 1) — 1, 2k + 1,2k + 2) > 1,
..., (2017,2018) — 1. Ramanem pe tabla cu numarul n §i in rest numai cu
numere de 1. Oricum am face celelalte operatii, la sfarsit pe tabla ramane
numarul n.

e Daca n = 3, putem face operatiile: (2,4) — 2, (5,10) — 2, (6,7) — 1,
(8,9) — 1, (11,12) — 1, ..., (2017,2018) — 1, apoi (2,2) — 1. Réménem
pe tabla cu numarul 3 si in rest numai cu numere de 1. Oricum am face
celelalte operatii, la sfarsit pe tabla ramane numarul 3.

e Daca n = 2, putem face operatiile (3,4) — 1, (5,6) — 1, ..., (2017,2018) —
1. Ramanem pe tabla cu numarul 2 si in rest numai cu numere de 1. Oricum
am face celelalte operatii, la sfarsit pe tabla ramane numarul 2.

e Daca n = 1, putem face operatiile (3,6) — 2, (4,5) — 1, (7,8) — 1, ...,
(2017,2018) — 1, apoi (2,2) — 1. Ramanem numai cu cifre 1 pe tabla. La
final, pe tabla ramane numarul 1.



