Problema 1. Sa se determine toate numerele naturale n cu proprietatea
ca v/2n + 1 este numar rational, iar numerele

Von+2,v2n+3, ..., V3n+3

sunt irationale.

Solutie: Avem 2n +1=m? m € N.

Pentru ca v2n +2, v2n+3, ..., v/3n + 3 sa fie toate irationale, este
necesar i suficient ca 3n +3 < (m+ 1)2. Ultima conditie este echivalenti cu
3-m=1 43 < (m+1)% De aici deducem ci m? — 4m + 1 < 0. Cum m este
numar natural impar, din ultima inegalitate rezulta m € {1;3}.

Rezulta ca n € {0;4}. Ambele valori verifica proprietatea din enunt,.

Problema 2. Determinati numerele naturale a, b si ¢ care verifica
relatiile:

a>+3=bc, b*+14=-ca, = ab+ 30.

Solutie: Si observam ci avem a® + 3a = 0® + 14b = 3 — 30c, deci
¢ > a > b. Adunand relatiile din enunt obtinem:

A+ +c?=ab+bc+ca+13 s (c—a)®+ (a—b)?+ (c—b)* = 26.

Singura combinatie posibila este ca {¢ — a;a — b;c — b} = {1;3;4}. Cum
¢ — b este cel mai mare rezulta ¢ — b = 4. Avem doua cazuri: a —b = 3 i
c—a=1saua—b=1sic—a=3. Prima situatie nu conduce insa la solutii.
In cea de-a doua situatie, substituind a = c— 3, b = ¢ — 4, ¢ € N in prima
egalitate se obtine ¢ = 6, deci (a,b,c) = (3,2,6), triplet care verifica si cele-
lalte doua ecuatii din enunt,.

Problema 3. Trapezul isoscel ABCD are diagonalele perpendiculare.
Paralela la baze dusa prin punctul de intersectie a diagonalelor intersecteaza
laturile neparalele [BC| si [AD] in punctele P respectiv R. Punctul @ este
simetricul punctului P fata de mijlocul segmentului [BC]. Demonstrati ca:

a) QR = AD;

b) QRLAD.

Solutie: Fie O punctul de intersectie a diagonalelor AC si BD si fie M
mijlocul segmentului [BC].

a) [OM] este linie mijlocie in triunghiul PQR, deci MO||RQ si OM = R—QQ.
Pe de alta parte, [OM] este mediana in triunghiul dreptunghic BOC, deci
OM = BE = 2L De aici rezultd RQ = AD.
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b) Fie T punctul de intersectie a dreptelor MO si AD. Atunci

/MBO=/MOB = £ZDOT,
si cum ZOCB = ZT DO, rezulta ca

m(£LOTD) = m(£LBOC) = 90°.

Deci MT LAD si deoarece MT||RQ, rezulta cerinta.

Problema 4. Doi jucatori, Ana si Bogdan, joaca urmatorul joc: ei
plaseaza 2017 pietricele pe o masa. Mai intai Ana ia o pietricica de pe masa.
Apoi Bogdan poate lua una sau doua pietricele de pe masa. Urmeaza Ana
care poate lua 1, 2, 3 sau 4 pietricele. Apoi Bogdan poate lua cel putin una
si cel mult 8 pietricele de pe masa i aga mai departe, la mutarea j, jucatorul
aflat la mutare trebuie sa ia cel putin una si cel mult 2/=! pietricele de pe
masa. Jucatorul care ia ultima pietricica de pe masa castiga jocul. Care din
cei doi jucatori are strategie castigatoare?
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Solutie:

In primele 10 mutari se pot lua de pe masa, in total, cel mult 1 4+ 2 + 4 +
...+512 = 1023 pietricele, aga incat jocul nu se poate termina din mai putin
de 11 mutari. Ana ar putea castiga din mutarea a 11-a (a 6-a ei mutare)
daca pe masa, dupa efectuarea primelor 10 mutari, au ramas cel mult 1024
pietricele. Ins Bogdan poate impiedica acest lucru, de exemplu luand la
fiecare din primele sale 5 mutari cate o singura pietricica de pe masa. Astfel,
numarul pietricelelor luate de pe masa dupa primele 11 mutari este cel mult
1+1+4+1+16+1+64+ 14256+ 1+ 1024 = 1370. Asadar Bogdan
poate face in aga fel incat dupa 11 mutari sa mai ramana pietricele pe masa.
Deoarece la cea de-a 6 mutare a sa (a 12-a in total) Bogdan poate lua pana
la 2048 de pietricele, el poate lua toate pietricelele de pe masa, castigand in
acest fel jocul. In concluzie, Bogdan are strategie castigitoare.



