Problema 1. Demonstrati ca daca pentru un n € N* numarul 1+2"+4"
este prim, atunci n = 3%, unde k& € N.

Solutie: Fien = 3%.r unde k € Ni (r;3) = 1. Demonstram ci numéarul
p=1+42"+4" se divide la numarul ¢ =1 + 23" 4+ 43" Bvident ci

m(1+?“+@ﬂ(1—fﬂ::1—?“ﬂ

deci 2" =1 (mod ¢).

Dacit r = 3s+ 1, atunci n = 3% (mod 35+1), de unde 2" = 23" (mod ¢) si
4" = 43" (mod ¢); deci p=1+2%" +4% = ¢ =0 (mod ¢), adici qp.

Dacad r = 3s + 2, atunci n = 2 - 3% (mod 3*!), de unde 2n = 3*
(mod 3%+1) : deci p=1+44%" + 28 = ¢ =0 (mod ¢), adici ¢|p.

Agadar, in ambele situatii am obtinut ca ¢|p si cum p este prim, iar ¢ > 1,
deducem ca p = ¢ si in concluzie n = 3*.

Comentariu:
Ideea este ca z2 4+ z + 1 divide 2%* + 2% + 1 daci k nu e multiplu de 3.
Dupa ce demonstram asta, e cam gata:
dacd n nu este putere a lui 3, atunci are un factor m diferit de 37, deci
4" + 2" 4+ 1 e divizibil cu 4™ + 2™ + 1, deci nu este prim. Revenind la afir-
matia:
,,daca 3 nu divide k atunci 2? + x + 1 divide 2% 4+ 2% 4 17,
o luam pe cazuri:
daca k = 35 + 1, aratam ca z2
iar z*
Daca k = 37 + 2, atunci z
P+ x4+ 1

k— 22 e divizibil cu 2% — 1, deci cu 2?2 + 2 + 1,

— x este divizibil cu 2® — 1, deci cu 2% + x + 1.
2k _ r&i oF — 22 sunt divizibile cu 23 — 1, deci cu

Problema 2. Fie n un numar natural nenul. Aratati ca exista numere
a’+a+1 B
P+b+1
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naturale nenule a si b astfel incat n®+n+1.

Solutie: Putem alege b=n—1sia=n?>dacan # 1sib=2sia=4daca
n=1.

Intr-adevir, folosind cunoscuta relatie 2! + 22 +1 = (22 +z+1) (a2 —z+1) =
(2 4+x+1)-[(x —1)*+ (z — 1) +1] (care se verifica prin calcul direct), putem
scrie pentru orice n € N* ca

nt4+n?+1

2
1= .
n°+n+ 1P+ (mn—1)+1

Putem asadar alege @ = n? si b = n — 1, numai ca in cazul n = 1 rezulta
b = 0 ceea ce nu convine. Prin Incercéri gisim pentrun =1ca 12+ 1+1=



3_21_42+4+1
7 2242417

Problema 3. Un cerc arbitrar care trece prin varfurile B si C' inter-
secteaza a doua oara laturile [AC] si [AB] ale unui triunghi oarecare ABC' in
punctele D si E. Cercul circumscris triunghiului AEC intersecteaza segmen-
tul [BD] in punctul P, iar cercul circumscris triunghiului ABD intersecteaza
[CE] in punctul Q.

Aratati ca AP = AQ.

Mihai Miculita si Petru Braica

Solutie: (Mihai Miculita)

Patrulaterul BC'DFE fiind inscriptibil, avem <BDC = <BEC, deci <ADB =
<JAEC.

Dar si patrulaterele ADQB si AEPC sunt inscriptibile, deci <ADB =
<AQB si <AEC = <APC.

Prin urmare, <AQB = <ADB = <AEC = <APC.

AD AP
Rezultd atunci ca A ADP ~ A APC (UU), deci — = — , adica AP? =

AP  AC
AC - AD.
Analog se aratd ca AQ? = AB - AE.
Pe de alta parte, patrulaterul BC'DF fiind inscriptibil, scriind puterea punc-
tului A fata de cercul circumscris acestui patrulater, avem

AB - AE = p(A) = AC - AD,

adica AP? = AQ? si concluzia.




Problema 4. Este posibil sa aranjam numerele de la 1 la 121 intr-un
tabel 11 x 11 astfel incat oricare doua numere consecutive sa fie in patratele
care au o latura comuna si toate patratele perfecte sa fie pe o aceeasi coloana?
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Solutie:

Vom demonstra ca o asemenea aranjare a numerelor nu este posibila.

Sa presupunem contrariul. De la 1 la 121 avem 11 patrate perfecte, deci
acestea ar trebui sa ocupe in totalitate coloana pe care se afla. In plus,
pentru orice patrat perfect n? (n € {2,3,...,10}), numerele n? — 1 gi n? + 1
trebuie sa se afle unul in stanga si celdlalt in dreapta Iui n?. Deducem ca
toate numerele situate intre doua patrate perfecte consecutive trebuie sa se
afle de aceeasi parte a coloanei care contine patratele perfecte si ca, mai
mult, daci numerele situate intre (n — 1)? gi n? sunt de o parte a coloanei
care contine patratele perfecte, atunci numerele cuprinse intre n? si (n + 1)?
sunt situate de cealalta parte. Deducem ca de o parte a coloanei patratelor
perfecte trebuie sa avem 2+ 6+ 10 + 14 + 18 = 50 de numere, iar de cealalta
parte 4 + 8 + 12 + 16 + 20 = 60 de numere. Insi aceste numere ar trebui si
completeze un numar intreg de coloane, ori 50 si 60 nu sunt divizibile cu 11.
Prin urmare presupunerea facuta este falsa; o astfel de completare nu este
posibila.



