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Solut�ii oficiale

Problema 1. Fie a1, a2, . . . , a1000 un �sir de numere ��ntregi astfel ��nc¥t a1 = 3,
a2 = 7 �si, pentru orice n = 2, 3, . . . , 999,

an+1 − an = 4(a1 + a2)(a2 + a3) · · · (an−1 + an).

Determinat�i num«rul indicilor 1 ≤ n ≤ 1000 pentru care an + 2018 este p«trat

perfect.

Fehmi Emre Kadan

Solut�ie: Pentru n ≥ 2 avem

an+1 − an
an − an−1

=
(a1 + a2)(a2 + a3) · · · (an−1 + an)

(a1 + a2)(a2 + a3) · · · (an−2 + an−1)
= an−1 + an,

deci an+1 = a2n+an−a2n−1. Avem a2 = a21−2 �si prin induct�ie rezult« c« an+1 = a2n−2,
∀n ≥ 1.
Atunci a2 = 7 = 452 − 2018, a3 = a2 − 2 = 47, a4 = 472 − 2 = 2207 = 652 − 2018,
deci an + 2018 este p«trat perfect pentu n = 2 �si n = 4, dar nu �si pentru n = 1 sau

n = 3. S« ar«t«m c« an +2018 nu este p«trat perfect pentru n > 4. S« presupunem

c« ak + 2018 = c2, unde k > 4, iar c ∈ N. Atunci c2 − a2k−1 = 2016. Cum c > ak−1,

obt�inem c« 2016 = c2 − a2k−1 ≥ (ak−1 + 1)2 − a2k−1 = 2ak−1 + 1, deci ak−1 < 1008.
�Ins« �sirul este cresc«tor �si, pentru k > 4, avem ak−1 ≥ a4 = 2207 > 1008, ceea ce

este o contradict�ie. R«spunsul este 2.

Problema 2. Un punct E situat ��n interiorul unui paralelogram ABCD satisface

^BAE ≡ ^BCE. Ar«tat�i c« centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABE,

BCE, CDE �si DAE sunt conciclice.

Selim Bahadir

Solut�ie: Fie F un punct ��n exteriorul paralelogramului astfel ��nc¥t ∆ABF ≡
∆DCE. Cum ^FBA ≡ ^ECD �si AB ‖ CD, avem BF ‖ CE. Pe de alt«

parte, BF = CE, deci BFEC este paralelogram. Analog rezult« c« FADE este

paralelogram. Obt�inem c« ^EFB ≡ ^ECB ≡ ^BAE, ceea ce arat« c« patru-

laterul BFAE este inscriptibil. Atunci ^EBA ≡ ^EFA ≡ ^EDA. Cum ABCD
este paralelogram, avem �si ^EAD ≡ ^ECD �si ^EBC ≡ ^EDC. Fie G, H �si

I puncte ��n exteriorul paralelogramului ABCD astfel ��nc¥t ∆BCG ≡ ∆ADE,

∆CDH ≡ ∆BAE �si ∆ADI ≡ ∆BCE. �In mod analog sea arat« c« patrulaterele

EBGC, ECHD �si EDIA sunt, toate, inscriptibile �si congruente cu EAFB. Astfel,

centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABE, BCE, CDE �si DAE se afl«

la aceea�si distant�« de punctul E, prin urmare ele se afl« pe un cerc cu centrul ��n

E.



Problema 3. �Intr-un turneu de �sah organizat la o �scoal«, oricare doi elevi ai �scolii

au jucat o partid« unul contra cel«lalt. Aflat�i num«rul minim de elevi pe care ��l

poate avea �scoala dac« fiecare fat« are cel put�in 21 de victorii ��mpotriva b«iet�ilor

�si fiecare b«iat are cel put�in 12 victorii ��mpotriva fetelor.

Azer Kerimov

Solut�ie: R«spunsul este 65. S« presupunem c« la turneu particip« x fete �si y b«iet�i.

Evident, xy ≥ 21x + 12y este o condit�ie necesar« pentru existent�a unui turneu ��n

condit�iile date. S« ar«t«m c« aceast« inegalitate este �si o condit�ie suficient« pentru

existent�a turneului.1 S« ��nregistr«m rezultatele partidelor disputate ��ntre fete �si

b«iet�i ��ntr-un tabel x × y. Numerot«m fetele de la 1 la x �si b«iet�ii de la 1 la y.
Scriem 1 la intersect�ia liniei m cu coloana n din tabel dac« fata cu num«rul m ��l

��nvinge pe b«iatul cu num«rul n �si scriem 0 dac« fata m pierde partida cu b«iatul

n. S« demonstr«m c« exist« un tabel ��n care fiecare linie cont�ine cel put�in 21 de

1 �si fiecare coloan« cont�ine cel put�in 12 de 0. Pornim de la un tabel ��n care toate

c«sut�ele situate pe primele 21 de coloane cont�in un 1, iar toate celelalte c«sut�e sunt

completate cu 0-uri �si ��l vom transforma pas cu pas ��ntr-un tabel care ��ndepline�ste

condit�iile. S« presupunem c« pe coloana k sunt mai put�in de 12 0-uri. Deoarece

num«rul total de 0-uri este cel put�in 12y, va exista o coloan«, s« zicem `, care
cont�ine mai mult de 12 0-uri. �In acest caz vom alege o linie care la intersect�iile

cu coloanele k �si ` cont�ine 1, respectiv 0 �si schimb«m ��ntre ele aceste dou« valori.

Dup« fiecare asemenea mutare o coloan« care are 0-uri lips« c¥�stig« c¥te un 0, ��n

vreme ce num«rul de 1-uri de pe fiecare linie r«m¥ne nemodificat. Astfel, dup« un

num«r finit de mut«ri obt�inem tabelul dorit.

S« determin«m acum valoarea minim« a sumei x+y. Inegalitatea (x−12)(y−21) ≥
12 · 21 este echivalent« cu xy ≥ 21x + 12y. Din inegalitatea mediilor, avem

(x− 12) + (y − 21) ≥ 2
√

(x− 12)(y − 21) ≥ 2
√

12 · 21 > 31.

1�In loc de asta se poate da un exemplu de turneu cu 65 de participant�i, preciz¥nd rezultatele

��nregistrate, turneu care s« ��ndeplineasc« condit�iile.
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Astfel, x + y ≥ 12 + 21 + 32 = 65. Oricare din perechile (26, 39), (27, 38), (28, 37),
(29, 36) �si (30, 35) are suma 65 �si satisface condit�ia xy ≥ 21x + 12y.

Problema 4. Fie x, y, z numere reale cu proprietatea c«
√
x,
√
y,
√
z sunt lungimi

de laturi de triunghi �si c«
x

y
+

y

z
+

z

x
= 5. Demonstrat�i c«

x(y2 − 2z2)

z
+

y(z2 − 2x2)

x
+

z(x2 − 2y2)

y
≥ 0.

Fehmi Emre Kadan

Solut�ie: Deoarece
√
x,
√
y,
√
z sunt lungimile laturilor unui triunghi, avem

(
√
x +
√
y +
√
z)(
√
x +
√
y −
√
z)(
√
x−√y +

√
z)(−

√
x +
√
y +
√
z) =

2(xy + yz + zx)− x2 − y2 − z2 > 0.

De asemenea,

5xy =

(
x

y
+

y

z
+

z

x

)
xy = x2 +

xy2

z
+ yz,

5yz =

(
x

y
+

y

z
+

z

x

)
yz = y2 +

yz2

x
+ zx,

5zx =

(
x

y
+

y

z
+

z

x

)
zx = z2 +

zx2

z
+ xy,

care, adunate, dau 2(xy + yz + zx)− (x2 + y2 + z2) =
xy2

z
+

yz2

x
+

zx2

y
− 2(xy +

yz + zx) =
x(y2 − 2z2)

z
+

y(z2 − 2x2)

x
+

z(x2 − 2y2)

y
> 0.

Remarc«: Presupun¥nd x = max{x, y, z}, egalitatea are loc dac« triunghiul este

degenerat,

√
y

x
= u,

√
zx = 1−u, unde u ≈ 0, 555 este unica r«d«cin« din intervalul

(0, 1) a ecuat�iei u3 − 2u2 − u + 1 = 0.
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