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Solutii oficiale

Problema 1. Fie ay,as,...,a1000 un sir de numere intregi astfel incat a; = 3,
as = 7 i, pentru orice n = 2,3,...,999,

Upi1 — A = 4(a1 + a2)(ag + az) -+ (apn_1 + an).

Determinati numarul indicilor 1 < n < 1000 pentru care a, + 2018 este patrat
perfect.

Fehmi Emre Kadan
Solutie: Pentru n > 2 avem

Uni1— an (a1 +az)(ag+as) - (a1 +a,) o ta
— — UWp-—-1 ny
Ap — Ap—1 (a1 + as)(ag +az) - (an—2 + an_1)

2
n—1*

deci ap 1 = a®+a,—a Avem ay = a?—2 si prin inductie rezulta ca a, 1 = a2 —2,
Vn>1.

Atunci ay = 7 = 452 — 2018, a3 = a®> — 2 = 47, ay, = 47% — 2 = 2207 = 65% — 2018,
deci a,, + 2018 este patrat perfect pentu n = 2 gi n = 4, dar nu si pentru n = 1 sau
n = 3. Sa aratam ca a,, + 2018 nu este patrat perfect pentru n > 4. Sa presupunem
ca ag + 2018 = 2, unde k > 4, iar ¢ € N. Atunci ¢? — a?_, = 2016. Cum ¢ > a;_1,
obtinem ¢& 2016 = ¢ —a2_, > (ap_1 + 1) —a?_, = 2aj_; + 1, deci a;_; < 1008.
Insa sirul este crescitor si, pentru k > 4, avem ay_; > as = 2207 > 1008, ceea ce

este o contradictie. Raspunsul este 2.

Problema 2. Un punct E situat in interiorul unui paralelogram ABC'D satisface
IBAFE = «BCE. Aratati ca centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABFE,
BCE, CDFE si DAFE sunt conciclice.

Selim Bahadir

Solutie: Fie F' un punct in exteriorul paralelogramului astfel incat A ABF =
ADCE. Cum <FBA = <FECD si AB || CD, avem BF || CE. Pe de alti
parte, BF = C'E, deci BFEC este paralelogram. Analog rezultd ci FADE este
paralelogram. Obtinem ci <EFFB = <FCB = <BAF, ceea ce aratd ci patru-
laterul BF AE este inscriptibil. Atunci <K BA = <FFA = <FEDA. Cum ABCD
este paralelogram, avem gi <FAD = <FCD si <FEBC = <FEDC. Fie G, H si
I puncte in exteriorul paralelogramului ABC'D astfel incat A BCG = A ADE,
ACDH = ABAE si AADI = A BCE. In mod analog sea arati ci patrulaterele
EBGC, ECHD si EDI A sunt, toate, inscriptibile gi congruente cu EAF B. Astfel,
centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABE, BCE, CDE si DAFE se afla
la aceeagi distanta de punctul F, prin urmare ele se afla pe un cerc cu centrul in
E.



Problema 3. Intr-un turneu de gah organizat la o gcoald, oricare doi elevi ai gcolii
au jucat o partida unul contra celalalt. Aflati numarul minim de elevi pe care il
poate avea gcoala daca fiecare fata are cel putin 21 de victorii impotriva baietilor
si fiecare baiat are cel putin 12 victorii impotriva fetelor.

Azer Kerimov

Solutie: Raspunsul este 65. Sa presupunem ca la turneu participa x fete si y baieti.
Evident, zy > 21z + 12y este o conditie necesard pentru existenta unui turneu in
conditiile date. Sa ardtam ci aceastd inegalitate este si o conditie suficienta pentru
existenta turneului Sa inregistram rezultatele partidelor disputate intre fete si
baieti intr-un tabel z X y. Numerotam fetele de la 1 la x gi baietii de la 1 la y.
Scriem 1 la intersectia liniei m cu coloana n din tabel dacd fata cu numéarul m il
invinge pe baiatul cu numarul n si scriem 0 daca fata m pierde partida cu biiatul
n. Sa demonstram ca existd un tabel in care fiecare linie contine cel putin 21 de
1 si fiecare coloand contine cel putin 12 de 0. Pornim de la un tabel in care toate
casutele situate pe primele 21 de coloane contin un 1, iar toate celelalte casute sunt
completate cu O-uri gi il vom transforma pas cu pas intr-un tabel care indeplineste
conditiile. Sa presupunem ca pe coloana k sunt mai putin de 12 0-uri. Deoarece
numirul total de O-uri este cel putin 12y, va exista o coloana, si zicem /, care
contine mai mult de 12 O-uri. In acest caz vom alege o linie care la intersectiile
cu coloanele k si ¢ contine 1, respectiv 0 si schimbdm intre ele aceste doua valori.
Dupa fiecare asemenea mutare o coloana care are O-uri lipsa castiga cate un 0, in
vreme ce numirul de 1-uri de pe fiecare linie raimane nemodificat. Astfel, dupd un
numir finit de mutari obtinem tabelul dorit.

Sa determindm acum valoarea minimi a sumei z+y. Inegalitatea (x —12)(y—21) >
12 - 21 este echivalenta cu xy > 21x + 12y. Din inegalitatea mediilor, avem

(z—12) + (y — 21) > 2¢/(z — 12)(y — 21) > 2V/12- 21 > 31.

Tn loc de asta se poate da un exemplu de turneu cu 65 de participanti, precizand rezultatele
inregistrate, turneu care sa indeplineasca conditiile.



Astfel, z +y > 12 + 21 4 32 = 65. Oricare din perechile (26, 39), (27, 38), (28, 37),
(29, 36) si (30,35) are suma 65 si satisface conditia zy > 21z + 12y.

Problema 4. Fie x,y, z numere reale cu proprietatea ca /z, \/y, /2 sunt lungimi

de laturi de triunghi si ca d + Y + - 5. Demonstrati ca
z

x(y? — 222 22 — 222 2(x% — 29
(y ), ol ) 2T =27

0.
z x Yy

Fehmi Emre Kadan

Solutie: Deoarece \/z, /i, \/z sunt lungimile laturilor unui triunghi, avem

(Vo + T+ VAT + Vi = VEVE = T+ V2 (Vo + i+ VE) =

2wy +yz +zx) — 2t —y? — 22 > 0.

De asemenea,
2
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care, adunate, dau 2(zy + yz + zz) — (2? + y?> + 2?) = — + — + — — 2(ay +
z T y

z(y? — 22?) N y(2? — 22?) N z(2% — 2y?) -
z x Y

0.

Yz + zx) =

Remarca: Presupunand @ = max{z,y, z}, egalitatea are loc daca triunghiul este
degenerat, y_ u, v/zx = 1—u, unde u ~ 0, 555 este unica radacina din intervalul
x

(0,1) a ecuatiei u® — 2u? —u +1 = 0.



